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RAMIFICACION

FERNANDA CARES

El objetivo de esta secciéon es comprender algunos hechos de la teoria algebrdica de ntime-
ros para poder usarlos més adelante en extensiones de cuerpos cuadraticos imaginarios. Estos
resultados son mas generales asi que los enunciaremos de esa forma, sin embargo, varias demos-
traciones ya estan realizadas para este caso en CM3.

1. CUERPOS DE NUMEROS

Definicion 1.1. Un cuerpo de ntimeros K es un subcuerpo de los niimeros complejos que tiene
grado finito sobre Q. Denotamos como [K : Q] el grado de K como espacio vectorial sobre Q.

Definimos Ok como el conjunto de enteros algebraicos de K, es decir, el conjunto de elementos
de K tales que son raiz de un polinomio ménico con coeficientes enteros.

Teorema 1.2. Sea K un cuerpo de nimeros.
1. Ok es un subanillo de C con cuerpo de fracciones K.
2. Ok es un Z-mddulo libre de rango [K : Q.

La demostracion de 1. es consecuencia de la siguiente proposicion:

Proposicion 1.3. Los siguientes son equivalentes para o € C:

1. a es entero algebraico.
2. El grupo aditivo del anillo Z[a] es finitamente generado.
3. a estd en algun subanillo de C con grupo aditivo finitamente generado.

Ahora ya podemos definir Ok de la siguiente manera:
Definicion 1.4. Le llamaremos a Ok el anillo de ntimeros de K.

Los siguientes resultados ya los teniamos para el caso cuadratico en CM3, pero se pueden
generalizar:

Corolario 1.5. St K es un cuerpo de nimeros y a es un ideal no cero de O, entonces el anillo
cuociente Ok /a es finito.

Demostracién: Si a es ideal no cero, entonces existe m € Z no cero en a. (demostracién pen-
diente), asi mOg C a.

Al igual que en la demostracién del Lema 2.3 del CM3 tenemos que hay homomorfismo
sobreyectivo O /mOk — Ok /a, asi que basta demostrar que O /mQOk es finito. En efecto, si
{aq,...,an} es base de O como Z-mddulo (existe y es finita por 1.2), tenemos que un conjunto
de representantes de O /mQk seria

{a1z1 + ... + apzy : 0 < x; < m enteros},

asi |Ox/mOgk| =m" asi que es finito. O

Definicién 1.6. Dado un ideal no cero a de O, su norma se define como N(a) = |Ok/a| y es
finita por el Corolario 1.5.

De hecho en la demostracién anterior ya calculamos una norma:
Ejemplo 1.7. Sea m un entero, tenemos que N(mQOg) =m" donde n = [K : Q).

Queremos hablar de factorizacién en Ok por lo que nos gustaria que fueran dominios de
factorizacién dnica, sin embargo sabemos que por ejemplo Z[v/—5] no es DFU y es el anillo de

enteros de Q[v/=5].

Pero tenemos una condiciéon que nos permite hablar de factorizacién:

Teorema 1.8. Sea Ok el anillo de numeros de K. Entonces Ok es un Dominio de Dedekind,
es decir cumple:



1. Ok es integralmente cerrado en K, es decir, si « € K es raiz de un polinomio mdnico
con coeficientes en O, entonces o € Ok

2. Ok es Noetheriano.

3. Todo ideal primo no nulo de Ok es mazximal.

Demostracion:
1. Si o € K es tal que a” + ap_1a™ ' + ... + aja + ag = 0 para algunos a; € Ok. Por
Proposicién 1.3 el grupo aditivo de Z[a;] es finitamente generado para todoi = 1,2...,n—1.
Luego, como
—a" =ap_ 10" 4 4 a0+ ag,
tenemos que el grupo aditivo de Z[ag, ay, ..., an—1, @] es finitamente generado. De hecho
estd generado por los productos de la forma:

mo ., ,Mn-1_mnp
) Ap—1 &

donde los m; varian entre 0 y el grado del polinomio minimal de a; y m € {0,1,...,n—1}.
Luego, como « € Zlag, ai,...,an—1,a] que tiene grupo aditivo finitamente generado,
concluimos que « es entero algebraico y estd en Ok
2. Es exactamente la misma de la Proposicién 2.1 del CM3 (dado que es consecuecia del
mismo hecho: Ok /a es finito para todo ideal a no nulo de O.
3. Sea p un ideal primo no nulo de O, tenemos que O /p es un dominio y es finito por el
Corolario 1.5, por lo tanto es cuerpo y p es maximal.
O
Como consecuencia de ser un dominio de Dedekind tenemos lo siguiente:

Corolario 1.9. 5i K es un cuerpo de nimeros, todo ideal a de Ok se puede escribir como
producto de ideales primos, es decir,

a4 =Py P
Esta descomposicion es unica salvo orden. Mds atun, los p; son los ideales primos de Ok conte-
niendo a a.

De ahora en adelante podemos usar el termino ”primo de K” para referirnos a un ideal primo
no nulo de O.

Definicién 1.10. Si p es primo de K, el cuerpo residual de p es el anillo cuociente Ok /p.
Esta definicién tiene sentido por el punto 3 del Teorema 1.8.

Definicion 1.11. Un ideal fraccional de Ok es un Og-submédulo de K no cero y finitamente
generado.

Algunas propiedades bésicas de los ideales fraccionales son:

Proposiciéon 1.12. Sea a un ideal fraccional de O .

1. a es invertible, es decir, existe un ideal fraccional de O b tal que ab = O.
s

2. a puede escribirse de manera unica como un producto Hpi” con r; enteros, tal que los
o ' _ i=1
p; son distintos ideales primos de Ok .
Al igual que en el caso cuadratico:

Proposicion 1.13. Sea Ik el conjunto de todos los ideales fraccionales, es cerrado bajo multi-
plicacion de ideales y es grupo por la Proposicion 1.12.
El conjunto de ideales principales denotado Pk es subgrupo de Iy, y Ix /P es finito.

Definicién 1.14. El cuociente Pk /Of es el grupo de clases de ideales y se denota C(Ok).

2. DESCOMPOSICION PRIMA DE IDEALES

Definicion 2.1. Sea K un cuerpo de nimeros y L una extensién finita de K. Si p es ideal primo
de Ok, entonces pOy, es ideal de Op. Por Corolario 1.9, tenemos que existe descomposicion:

pOL = B .- By’
donde los B; son primos distintos de L conteniendo a p.
El entero e; es llamado el indice de ramificacién de p en B; y lo podemos denotar eg,p.
Cada primo B; nos da una extensién del cuerpo residual Ok /p C Or/9B;, el grado de la

extension es el grado inercial de p en B; y se denota f; o fy,p-
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Tenemos relacion entre los e; y los f;:

Teorema 2.2. Sea K C L cuerpos de nimeros y p un primo de K. Sean e;,i = 1,...,g los
indices de ramificacion y f; los grados inerciales, entonces:

g
Z 6Z‘fi = [L : K]
i=1

Demostraremos para el caso K = Q que es el que usaremos en adelante. Para ello necesita-
remos el siguiente lema:

Lema 2.3. Sea B primo de L y supongamos que Or /B tiene p! elementos para un primo
entero p. Entonces Op /B¢ tiene p®f elementos.

Demostracién: (del Lema) La realizaremos por induccién sobre e.

Si e = 1 se verifica por hipdtesis. Supongamos que se verifica para e — 1 y demostremos para
e:

Tenemos que B¢ C B!, asi que por teorema de isomorfismo:

(OL/B°)/ (B! /B°) = O /B,

por hipétesis inductiva el cuociente de la derecha tiene pf(¢=1) elementos. Asi que basta
demostrar que B! /B¢ tiene p/ elementos.

En primer lugar, tenemos que B¢ C B! asi que tomemos o € B¢~ ! tal que o ¢ B°. Vamos
a demostrar que (a) + B¢ = B L.

De hecho, como B¢ C (a) + B¢, tenemos que este tiltimo tiene que ser potencia de B (por
descomposicién en primos). Ademds tenemos que (o) +B¢1 C B asf que (a) + B¢ = B L.

con esto podemos definir un homomorfismo sobreyectivo:

O — B L/pe
v > ya + B°

El kernel de este homomorfismo es
(VeOL:7a+B°=B}={ye0p:7aeB}={ye€ 0L :7€ B} =9,

donde en la pentiltima igualdad usamos que o € B¢~ pero a ¢ B°.

Asf tenemos que isomorfismo entre O /B y B~ /B¢, asi que este tiltimo tiene p/ elementos
por hipotesis. O
Demostracién: (del Teorema 2.2)

En nuestro caso un primo de K = Q es uno de la forma pZ para un nimero p primo.
Consideremos la descomposicién de (p)Op, en primos de L:

(p)Or = B --- By

donde los B; contienen a (p).
Se tiene que para i # j, B;' + SB;j = Oy, asi que usando teorema chino del resto tenemos:

OL/(p)OL = (OL/%?) X ... X (OL/%SQ).

Por un lado, en el cuociente de la izquierda hay p" elementos donde n = [L : Q] por el ejemplo
1.7.

Por otro lado, cada O, /B; tiene dimensién f; como espacio vectorial sobre Ok /p = Z/pZ,
asi tiene p/i elementos. Por el lema 2.3, tenemos que Of, /B5" tiene pli€i elementos.

Igualando, tenemos:

n __ e1fi

p" =p .. ,pegfg — pizl eifi

Asi concluimos lo pedido.
O

Definicion 2.4. Un primo p de K ramifica en L si alguno de sus indices de ramificacién e; es
mayor que 1.
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3. TEORIA DE GALOIS APLICADA A DESCOMPOSICON PRIMA
Cuando trabajamos en extensiones de Galois tenemos propiedades maés interesantes:

Teorema 3.1. Sea K C L una extension de Galois y p un primo de K.

1. El grupo de Galois Gal(L/K) actia transitivamente en los primos de L conteniendo a p,
es decir, si B y B' son primos de L conteniendo a p, entonces existe un o € Gal(L/K)

tal que o(B) = B'.

2. Los primos B1,...,°B, de L conteniendo a p tiene todos el mismo indice de ramificacion
e y grado inercial f. Asi la formula del teorema 2.2 se transforma en
efg=I[L:K].

Observacion 3.2. En el caso Galois, un primo p de K ramifica si e > 1.

Definicion 3.3. Un primo p de K se separa completamente en L si e = f = 1, o equivalente-
mente, si g = [L: K].

Hay subgrupos de Gal(L/K) que serd importante estudiar:

Definicion 3.4. Sea K C L una extensién de Galois y B un primo de L.
El grupo de descomposicién de B se define como:

Dy = {0 € Gal(L/K) : 0('B) = B}

El grupo de inercia de B se define como:

Iy ={o € Gal(L/K) :0(a) =a (mdd B) para todo o € O}

Proposicién 3.5. Sean Dy, Iz como arriba, tenemos:
1. Iy € Dy
2. Todo elemento o € Dsg induce un automorfismo de Or /B que es la identidad en Ok /p
donde p =B N Of. 3
3. Sea G = Gal((OL/B)/(Ok/p)), tenemos que ¢ € G y la funcion o — & define un

homomorfismo Dy — G cuyo kernel es Ig.

Demostracion:

1. De la definicién de Iy, si 0 € Iy y a € B tenemos que o(a) = o = 0 (méd B), asi
o(B) =B yo e Dy.

2. Como o € Gal(L/K) tenemos que podemos hacer restricciéon 6: O, — Of, (las raices de
polinomios ménicos con coeficientes enteros son permutadas por o). Seaw: O — O /B
la proyeccién, consideremos & o m:

O, —25 O —= O,/B

Como tenemos que es homomorfismo sobreyectivo y su kernel es

{a€eOp:mod(a) =B} ={aecOL:0(a) e B} =B,

donde en la dltima igualdad usamos que o € Dys.

Asi induce un isomorfismo 6: Or /B — O /% tal que 6(a + B) = mod(w).

Como o fija a K (y por lo tanto a Ok ), tenemos que & es la identidad en O /p.
3. Por 2, 6 € G. Demostrar que es homomorfismo quedars pendiente. Se tiene que

Gla+B)=a+B<da)+B=a+B<o(a)—acB
Asi, ¢ es la identidad si y solamente si o € Ig.

O
Con estos preliminares podemos hacer conexion entre las definiciones de la seccion anterior
y las de esta seccién:

Teorema 3.6. Sea Dy, Iss y G como arriba.

1. El homomorfismo Dy —> G es sobreyectivo. Entonces Doy /I = G

2. |In] = exs)p y |Dn| = em|pfnlp
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Demostracién: [Idea]: Notemos que si demostramos que Dy /I tiene caldinalidad J8|p podemos

concluir 1, al ser Dy /Iy isomorfo a la imdgen que es subgrupo de G, ahora tenemos que las
cardinalidades de la imédgen y G son iguales, asi que la funcién es sobreyectiva.

Para 2 tenemos que G tiene tantos elementos como el grado de la extension Ok /p C O /B,
que por definicion es fy),, habria que demostrar que la cantidad de elementos de I es egy)p.

Esto se hace considerando los cuerpos fijos LY, LP de Iz y Do, respectivamente.

Sea H un subgrupo de Gal(L/K), consideramos O = L N Oy, el anillo de enteros de Ly.
Si quiero factorizar 98 en Of donde H = Dgs 0 H = Iy, tenemos que solo hay un primo en la
factorizacién: BH (porque el Galois actiia transitivamente y en este caso es Dy 0 Ip).

Se trabaja con estos cuerpos intermedios, anillos intermedios y teoria de Galois hasta llegar a
[L!: LP] > f. Como teniamos el homomorfismo sobreyectivo de 3.5, | Dy /Is| = [L : LP] < f.

Asi |Dy/Ig| = f, que |Ig| = e sale del trabajo en anillos de ntimeros intermedios. O

Tendremos la siguiente proposicicén para ver cuando un primo es ramificado o se separa
completamente en una extension Galois:

Proposicién 3.7. Sea K C L una extension de Galois, donde L = K («) para algin o € O,.
Sea f(x) un polinomio ménico minimal para o sobre K, luego f(X) € Ok[x]. Si p es primo de
Ok y f(x) es separable médulo p, entonces:
1. p no ramifica en L.
2. Si f(x) = fi(z) - fg(x) (mdd p), donde los f;(x) son irreduccibles y distintos mddulo p,
entonces B; = pOr, + fi(a)Op es ideal primo de O, B; # B sii #£j, y

pOL =By - B

Mas ain, todos los fi(x) tienen el mismo grado: el grado inercial: f.
3. p se separa completamente en L si y solamente si f(x) = 0 (méd p) tiene solucion en
Ok.

Demostracién: Notar que basta demostrar 2, en tal caso vemos que e = 1, asi que p no ramifica
en L. Ademas dado que tenemos que e = 1, p se separa completamente en L si y solamente si
f =1, como los f;(x) tienen grado f, esto ocurre si y solamente si f(x) tiene solucién médulo
p. 2. Version Final. O

4. EL CASO EXTENSION CUADRATICA

Vamos a aplicar todo lo anterior al caso K = Q(\/&), donde d # 0,1 es entero libre de
cuadrados.

Recordemos que definimos el discriminante dy = Do, que toma el valor de d cuando d =1
(méd 4) y 4d en otro caso.

Proposicion 4.1. Sea K cuerpo cuadrdatico de discriminante d, sea el automorfismo no trivial
de K denotado como o+ /. Sea p un primo en Z.

1. Si (%’“) =0, entonces pOx = p? para un ideal primo p de Of.
2. Si (d?’“) =1, entonces pOg = pp’, donde p # p’ primos de O.
3. Si (d?’“) = —1, entonces pOg es primo en Ok.

Corolario 4.2. Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante di y p un entero primo. Entonces:
1. p ramifica en K si y solamente si p divide a dy.

2. p se separa completamente en K si y solamente si (%’“) =1.
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