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@ Previos a CFT
@ Resultados de la Teoria de cuerpos de clases:

@ Teorema de reciprocidad de Artin
@ Teorema de existencia.
©® Teorema del conductor.

© Algunas consecuencias

@ Teorema de Kronecker-Weber.
@ Existencia Cuerpos de clases de rayos.

© CFT vy leyes de reciprocidad.
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Modulos en un cuerpo de nimeros

Un médulo m en K es un producto formal
m=[]e™
p

donde
@ El valor p recorre todos los primos (finitos e infinitos) de K,
@ Los exponentes n,, son enteros no negativos,
@ Salvo un ndmero finitos de excepciones ny, = 0,

© Ademas, ny, = 0 si p es complejoy n, < 1 si p es real.
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Modulos en un cuerpo de nimeros

@ Ejemplos y observaciones:

Q 27Z-(5Z)? - 00 es un médulo en Q.

@ 17Z - o0? NO es un médulo en Q.

© Sio: Qi) — C es un primo infinito arriba de oo, entonces
(1+4)Z[i] - o NO es un médulo en Q[i].

© Todo mddulo en un cuerpo K totalmente imaginario se identifica con
un ideal de Og.

© Mas generalmente, todo médulo en un cuerpo de nimeros K se escribe
de la forma m = mpm,, donde mg se identifica con un ideal de Ok y
My, es un producto finito de primos reales de K.

@ Denotamos por 1 al médulo cuyos exponentes n, = 0 para todo p.
@ En adelante a los médulos m en Q los escribimos de la forma
m = moo”, cuando my =mZy r € {0,1}.
@ Ejemplo: Con esta notacién el médulo del ejemplo 1 se denota por
5000.
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Dos grupos de ideales: Ix(m)y Pg1(m)

Sea m un mdédulo en K. Definimos

I (m) = {ideales fraccionarios de Ok primos relativos a mg},

Pgi(m) ={aOkg |a=1 mod myy o(x) > 0 para todo o | mq}.

Por ejemplo

Q El ideal —47Z pertenece a Py 1(300) porque —47 = 47 y ademas
4=1 mod 3 con 4 > 0.

@ El ideal —5Z NO pertenece a Py 1(300) porque 5# 1 mod 3y
—5=1 mod 3 PERO =5 # 0.

© El ideal —5Z pertenece a Py 1(3) porque —5 =1 mod 3y oo 1{ 3.
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Un teorema de finitud

e Teorema: El indice [Ix(m) : Pg 1(m)] es finito.

@ La demostracién del caso general es consecuencia del Teorema de
Aproximacién, la finitud del grupo de clases I/ Pk y un isomorfismo
IK(m)/PK(m) = IK/PK.

@ Podemos estudiar casos mas sencillos:

@ Proposicién: Sea m > 0. Entonces [Ig(moo) : Py 1(moo)] = ¢(m).

@ Dem:Tenemos que

Pg,1(moo) = {%Z | m.c.d(m,a) =m.c.d(m,b) =1,a=b mod m,% > O}

o Sea ®: Ig(moo) — (Z/mZ)* definido por ¢Z +— ab~ mod m,
cuando § >0y m.c.d(m,a) = m.c.d(m,b) = 1.

e Entonces ker ® = Py 1(moo) y como ® es sobreyectiva se tiene que
[Lg(moo) : Pg(moo)] = ¢(m). O
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Un teorema de finitud

@ Proposicion: Sea K un cuerpo cuadratico imaginario. Entonces
[k (m) : Pg1(m)] < oo para todo médulo m en K.
@ Demostracién: Sea

((’)K/m)* — IK(m) N PK/PKyl(m)

dado por (¢ mod m) — (aOg mod Pk 1(m)).

@ Sean @,b € (O /m)* con a =b mod m, entonces
aOrb 0 = ab 1Ok € Pk 1(m) ya que ab™' =1 mod my no
hay condicién al infinito!.

o La sobreyectividad del mapa implica que I (m) N Px/Pg 1(m) es
finito.

@ Considerando la sucesién exacta
0— IK(m) N PK/PKJ(‘(U) — IK(m)/PKl(m) — IK/PK.

se concluye que Ix(m)/Py 1(m) es finito pues I/ Pk lo es. O
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Grupos de clases generalizados

@ Definicion: Sea m un mdédulo del cuerpo de niimeros K y H un
subgrupo de I (m). Decimos que H es un subgrupo de
congruencias para m si

PK’l(m) g H g IK(m).

o El grupo cociente
I (m)/H
recibe el nombre de grupo de clases generalizado para m.

e Ejemplo: Tomando m =1y H = Pg = Pk 1(m) recuperamos el
grupo de clases usual.

e Ejemplo: Si K = Q, entonces (Z/mZ)* “es" un grupo de clases
generalizado para m = moo.

@ Ejemplo: Sea O un orden de conductor f dentro de K un cuerpo
cuadrético imaginario. Entonces C'(O) es un grupo de clases
generalizado para f = fOg pues C(O) = Ik (f)/ Pk z(f) y
Pra(f) € Prz(f)-

8/25



Teorema de Reciprocidad de Artin

e Teorema de Reciprocidad de Artin Sea L /K una extensién
abeliana y m un modulo en K divisible por todos los primos de K que
ramifican en L, finitos e infinitos. Entonces

© El mapa de Artin @7 /g (m): I (m) — Gal(L/K) es sobreyectivo.
@ Si los exponentes ny, de m son lo suficientemente grandes, entonces
ker @7,/ (m) es un subgrupo de congruencias para m.

e Corolario Sea L/K una extensién abeliana de cuerpos de niimeros,
entonces Gal(L/K) es un grupo de clases generalizado para algin
médulo m en K.

@ Demostracién del corolario: Tomar H = ker @,/ (m) con m como en
el Teorema. O
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Un ejemplo de mapa de Artin

@ Recuerdo: Sea m un entero positivo, (,, una raiz primitiva m-ésima
de la unidad, L = Q(¢,,), K = Q. Entonces existe un isomorfismo

x: Gal(L/K) — (Z/mZ)*, dado por o(Cp) = ¢X).

e Ejemplo: Si m = moo, entonces el mapa de Artin ® - (m) estd bien
definido y x o @,/ (m) es exactamente el morfismo ® previamente
definido en un ejemplo.

@ Demostracién: Sea p no dividiendo a m. Por definicién del simbolo
de Artin,

((®L/x(m)) (pZ)) (Gm) = ¢h, mod P,
para todo P | pZ en L.

@ Entonces x o @,/ (m)(pZ) = p mod m por definicién de x y esto
termina la prueba. O
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Teorema de Existencia

o Teorema de Existencia: Sea K un cuerpo de niimeros, m un
médulo en Ky H un subgrupo de congruencia para m. Entonces
existe una dnica extensién abeliana L/K en la cual todos los primos
que ramifican son divisores de m y tal que ker @ /i (m) = H.

e Corolario: Sean L/K y M/K extensiones abelianas de cuerpos de
ntimeros. Entonces L C M si y solo si

Pg1(m) C ker @7/ (m) C ker @, /5 (m),

para algtin médulo m en K divisible por aquellos primos que ramifican
en L oen M.

@ Demostracién: Supongamos que L C M y sea m médulo en K como
en el Teorema de Reciprocidad para la extensién M /K. Entonces

resps/r © Paryrc(m) = Pryc(m) y luego
Pra(m) C ker @y (m) C ker @ (m).
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Teorema de Existencia

By i (m) .

Ty (m) e Gal(M/K)
kertbi-”,.K['mJ ker @y, /g (m) I‘-I
ker 75 (m) {1}

Para la condicién suficiente sea H := @,/ (m) (ker @5 (m)).

Es un subgrupo de Gal(M/K) y por lo tanto le corresponde una
subextensién de M /K, digamos L tal que Gal(M/L) =

Luego Pr 1(m) C ker @7/ (m )Ckerq)L/K( m).

Pero @/ (m) (ker(IDL Je(m )) = Gal(M/L) =
Entonces ker@L/K( m) = ker @, /5 (m).

Concluimos L = L C M por el Teorema de existencia. O
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Kronecker-Weber y Cuerpos de clases de rayos

o Corolario: Teorema de Kronocker-Weber Sea L/Q una extensién
abeliana. Entonces existe un entero m tal que L C Q((n).

@ Demostracion: Por el Teorema de Reciprocidad de Artin existe
m = moo médulo en Q tal que Py 1(m) C ker @, /g(m).

@ Recordar que x o ®q,.y/0(m) = ® con ker & = Py 1(m) por lo que
ker ®q¢,.)/0(m) = Pg,1(m) ( x es un isomorfismo).

@ El corolario anterior implica que L C Q((pn)- O

o Definicion: Sea K un cuerpo de nimeros y m un médulo en K. Por
el Teorema de existencia para el subgrupo de congruencias PK,I(m),
existe una Unica extensién abeliana Ky, /K cuyos primos ramificados
dividen a m y tal que

PKﬁl(m) = ker CIJKm/K(m)

El cuerpo K, se llama el cuerpo de clases de rayos del médulo m.
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Cuerpos de clases de rayos y el conductor

e Ejemplo: Para m un entero positivo se tiene Q00 = Q((n)-

Ejemplo: Sea m > 2 un entero, entonces Q,, = Q((m + ¢01).

e Teorema del conductor: Sea L/K una extensién abeliana de
cuerpos de nimeros. Entonces existe un médulo §f = f(L/K) en K tal

ue

| @ Un primo p en K ramifica en L siy solosi p | f.

@ Si m es un médulo divisible por todos los primos ramificados en L/ K,
entonces ker @,/ (m) es un subgrupo de congruencias para m si 'y
solamente si § | m.

e Definicién: El médulo f(L/K') se conoce como el conductor de
L/K.

@ Corolario: K es el cuerpo de clases de Hilbert de K.

@ Demostracién: K7 es no ramificada pues solo ramifica en divisores de
m = 1. Si L/K es abeliana y no ramificada entonces f(L/K) =1y
luego ker @ /i (1) = Pk 1(1) C ker @y (1).

e El cuerpo K = Q(+/17601097, /17380678572159893) tiene una
extensién de Galois no ramificada e infinita (No es abeliana!
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El conductor

@ Ejemplo: Sea m un entero positivo. Entonces

1 sim < 2,
f(Q(¢m)/Q) = { Boo  sim = 2n con n impar,
Mmoo en otro caso.

@ Proposicion: Sea L/K una extensién abeliana de cuerpos de
nimeros. El conductor f = f(L/K) es el maximo comtn divisor entre
aquellos médulos m en K tal que L C K.

e Corolario Si f = f(L/K), entonces Kj es el menor cuerpo de clases
de rayos que contiene a L.

@ Ejemplo: Sea L/Q una extensién abeliana. Si f es el menor entero
positivo m tal que L C Q((,,), entonces

f si L es real,

f(L/Q) = {

foo si L no es real.
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El simbolo de Legendre

@ Sea n un entero positivo y K un cuerpo de niimeros conteniendo a (,
raiz primitiva n-ésima de la unidad.

@ Sea p un ideal primo de Ok relativamente primo con nOg.

@ Como x™ — 1 es un polinomio separable médulo p, tenemos que
1,¢,...,¢" 1 son todos diferentes en (O /p)* y por tanto n divide a
[ (Ok/p)*| = N(p) - 1.
N(p)—1

@ Si a € Ok primo relativo a p, como ™ = es una solucién a la
ecuacién ™ —1 =0 mod p, existe un Unica potencia de ( tal que

N(p)—1 ;
a » = modp.

@ Definicion: Dicha raiz de una unidad se conoce como el n-ésimo
o

simbolo de Legendre (5 .
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El simbolo de Legendre

@ Proposicion: Sea K un cuerpo de niimeros conteniendo una raiz
primitiva n-ésima de la unidad y p un primo de Ok que no contiene a
n. Entonces

a . . n . .,
— ] =1siysolamente si " =« mod p tiene solucién.
n

@ Demostracién: Usar que (Of /p)* es ciclico. O

@ Sim es un médulo en K que es divisible por todos los primos que
dividen a nOg, el simbolo de Legendre induce un morfismo

IK(m) — Hn,

donde i, C C* es el grupo de raices n-ésimas de la unidad.

@ Recordar que si L = K({/«) para algiin a € K, entonces existe una
inyeccién natural Gal(L/K) < p,, dado por o — ( si y solo si

o(3/a) = V.
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Reciprocidad débil

o Teorema de Reciprocidad débil: Sea K un cuerpo de nimeros
conteniendo una raiz n-ésima de la unidad, L = K({/«a) con a € Ok
un elemento no nulo. Asuma que m es un médulo en K divisible por
todos los primos que contienen a na y ademds asuma que
ker @/ (m) es un subgrupo de congruencias para m. Entonces
existe un diagrama conmutativo

Py (m

) Gal(L /K

Hn

I (m)

donde Gal(L/K) < u, es la inyeccién natural.

e Corolario: Si G es la imagen de Gal(L/K) en py, entonces el
n-ésimo simbolo de Legendre induce un morfismo sobreyectivo

(Q)n : Ix(m)/Pra(m) = G C fin.
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Ley de Reciprocidad cuadratica

@ Demostracién: Es suficiente mostrar la conmutatividad del diagrama
en los primos p € I (m). Tenemos

O
@ Lema: Sean p y ¢ primos distintos. Entonces p se escinde

completamente en (@(\/(j) si y solo si (%)2 =1.

@ Demostracién: Sea p no ramificado en Q(,/g). Entonces p se escinde
completamente si y solo si su grado de inercia es 1. Pero el grado de
inercia es el orden del Frobenius en p. Es decir, necesitamos que

@Q(\/q)/(@(p) sea trivial. Por la reciproidad débil esto equivale a
Q) —1. L]
PJ2

o Si fijamos el cuerpo Q(,/g) y variamos p no es molesto que la

verificacién no dependa de las clases médulo ¢?
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Leyes de Reciprocidad cuadratica

o Ley de Reciprocidad cuadratica: Sean p y ¢ dos primos racionales
distintos e impares. Entonces

<q> N <p*>

P/ q 2,
p—1

donde p* :=(—1) = p.

@ Lema: Sea p un primo racional impar. Sea K un cuerpo cuadratico
en el cual el Gnico primo finito que ramifica es p. Entonces

K =Q(vpr).
e Demostracién: Escribir K = Q(+/dk). O
@ Demostracién del Teorema: Como Gal(Q(¢,)/Q) es ciclico de orden

p — 1, existe una lnica subextensién K de grado 2 sobre Q. Como
K C Q((p), del lema anterior obtenemos que K = Q(1/p*).

Como K C Q(¢p) = Q(C2p), entonces P 1(2poc) C ker @ /g (2po0).
El teorema de reciprocidad débil implica

(), ot st = 511
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Leyes de Reciprocidad

@ (continuacién demostracién) Por otra parte
Ig(2poc)/ Py1(2p50) = (Z/29Z)" =+ (Z/pE)". Entonces ()
induce el dnico morfismo sobreyectivo entre el grupo ciclico (Z/pZ)*
y {£1}. Pero (;)2 satisface la misma propiedad y por tanto

i . g . .
( . )2 = (p)g' para todo primo ¢ # p impar. L]

@ Ley de reciprocidad cuadratica para 2: Sea p un ndmero primo
p2—1

distinto a 2, entonces (%)2 =(-1)"=s

@ Demostracién: Andloga. Aplicar Teorema de reciprocidad débil a la

extensién Q(v/2)/Q. O
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Leyes de Reciprocidad?

@ Observacion: La ley de reciprocidad cuadratica para primos py ¢
impares equivale a

@ Si¢g=1 mod 4, entonces (ﬂ) = (£> .
PJa 2

(£> sip=1 mod 4
@ Si ¢ =3 mod 4, entonces (%) = 172 . )
2 —(%)2 sip=3 mod 4
@ Corolario: Sean p y g dos primos racionales distintos e impares.
© Sig=1 mod 4, entonces p se escinde completamente en Q(,/q) si y
solo si p satisface ciertas congruencias médulo q.
@ Si g =3 mod 4, entonces p se escinde completamente en Q(,/q) si y
solo si p satisface ciertas congruencias médulo 4q.
Ademas, p se escinde completamente en Q(v/2) si y solo si p satisface
ciertas congruencias médulo 8.

@ Ejemplo: Sea ¢ = 17. Como ¢ =1 mod 4 tenemos que
p se escinde completamente en Q(+/17)
s p=1,2,4,8,9,13,15 0 16 mod 17,

pues este es el listado de residuos cuadraticos de 17. -



Leyes de Reciprocidad?

@ Ejemplo: Sea ¢ = 11. Como ¢ =3 mod 4 tenemos que
p=1 mod 4 se escinde completamente en Q(v/'11)
<~ p=1,3,4,509 mod 11,

pues este es el listado de residuos cuadraticos médulo 11.
@ Por otra parte

p =3 mod 4 se escinde completamente en Q(v11)
<~ p=2,6,7,8010 mod 11.
@ Con el Teorema chino de los restos, resumimos todo lo anterior en

p se escinde completamente en Q(v/11)
— p=1,57,9,19,25 35 37,39 0 43 mod 44.

@ Las leyes de reciprocidad serian resultados que describen los primos

que se escinden completamente en términos de congruencias.
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“Ley de Reciprocidad”

o Ley de reciprocidad ciclotéomica: Sea m un entero positivo.
Entonces un primo p se escinde completamente en Q((,,) si y solo si
p=1 mod m.

@ Demostracién: Un primo no ramificado p se escinde completamente si
y solo si su grado de inercia f en Q((,;,)/Q es 1. Lo anterior se tiene
si'y solo si p € ker @q¢,,)/0(moo) = Pg,1(moo) que a su vez se
reinterpreta como p =1 mod m. L]

o Ley de reciprocidad para extensiones abelianas de Q: Sea L/Q
una extensién abeliana. Entonces existe un entero positivo m tal que,
salvo finitas excepciones, un primo p se escinde completamente en L
si y solo si p satisface ciertas congruencias médulo m.
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“Ley de Reciprocidad”

@ Demostracién: Kronecker-Weber nos dice que L C Q((,,). Tenemos

un diagrama conmutativo

QCm)
Ig(moo) L({ Gal(Q(¢n)/Q) —— (Z/mZ)*

S

T~ l?’-u-[cm )/L
‘I’.ﬁ'.{m%) \ Y l
Gal(L/Q) ——— (Z/mZ)* /H,

con H = x(Gal(Q(¢n)/L)) y X el isomorfismo inducido por .

@ Tomando p no dividiendo a m tenemos que
p se escinde completamente en L <= p € ker & g(moo)
<= & g(moo)(p)es trivial enGal(L/Q)
— (Xo ®r/g(moo))(p) = H
= (x 0 P /(moo))(p) € H
< p modmeH
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