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ORDENES Y FORMAS CUADRATICAS

Esta seccién tiene por objetivo principal demostrar un resultado el cual relaciona formas
cuadraticas primitivas definido positivas y érdenes en cuerpos cuadraticos imaginarios. Recorde-
mos que C'(D) denota el conjunto de clase de forma cuadréticas primitivas definido positivas de
discriminante D. Andlogamente C(O) = I(O)/P(O) denota al grupo de clases de ideales del
orden cuadratico O.

Teorema 0.1. Sea O el orden de discriminante D < 0 en un cuerpo cuadrdtico imaginario
K =Q(VD).

(1) Si f(x,y) = ax® + bxy + cy? es una forma cuadrdtica primitva definido positiva de discrimi-
nante D, entonces [a, (—b+/D)/2] es un ideal propio de O.

(2) La funcién que asigna a f(x,y) el ideal [a,(—b++/D)/2] induce un isomorfismo entre C(D)
y C(O). Luego el orden de C(D) es igual al nimero de clase h(D).

(3) Un entero positivo m es representado por la forma f(x,y) si y solamente si m es la norma
N(a) =1|0/a| de un ideal a de O.

Demostracion: Dividimos esta demostracion en pequenas subsecciones. O

0.1. Generalidades. Sea f(z,y) = az? + bzy + cy? como en el teorema. Las raices de f(x,1)

son complejas, pues D = b? — 4ac < 0. Luego existe una tinica 7 raiz de f(z,1) en h = {z € C :

—b+vD

5o+ Luego

Im(z) > 0}. Llamaremos a 7 la raiz de f(z,y). Como a > 0, se tiene que 7 =
[a,(=b++/D)/2] = [a,ar] = a[l,7], con T € K.

0.2. Demostracién de (1). Recordemos que el Lemma 7.5 mostrado en la sesién anterior,
nos dice que [1,7] es un ideal fraccionario propio del order O" = [1,a7]. Luego a[l,7] es un
ideal propio contenido en ', pues cada uno de los generadores a,ar es un elemento de O'. Si
f =[O0k : O] es el conductor de O y di es el discriminante de K entonces, por lo visto en la
sesién anterior, tenemos que D = f2dg. Por ende
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T = = = — + f
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donde Oy = [1,wg] (ver primer resultado de la charla anterior). Como f?dx = D = b*> — 4ac,
si reducimos médulo 2 tenemos que fdx = f?dx = b*> = b(mod 2). Luego % € Z. Se
sigue que [1,a7] = [1, fwk]. Dado que en la sesién anterior se demostré que O = [1, fwg],
escribimos @' = ©. Concluimos que [a, (—b + /D) /2] es un ideal propio de O.

(0.1) + fwK,

dK—I-\/@__b—f—d\/@
2 o 2

0.3. Equivalencias para (2). Sean f(z,y) v g(z,y) dos formas cuadréticas de discriminante
D, y sean 7, 7' sus respectivas raices. Probaremos que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

(1) f(z,y) y g(x,y) son equivalentes,

(2) 7 = {Zig, con f z € SLy(Z).

(3) [1,7] = A[1,7'], con A € K*.
Partamos demostrando (1) ssi (2). Asuma que f(z,y) = g(px + qy,rz + sy), con p,q,r,s
como en (2). Entonces 0 = f(7,1) = g(p7 + q,77 + 5) = (r7 + 5)?g9((pr + q)/(r7 + s),1). Por
otro lado es sabido, de un primer curso de variable compleja, que

(0.2) Im <1’T+q> = det < b > P + 5| ~2Im(7).

rT+ s r

En nustro caso, dicho ntimero es igual a |r7 + s|~2Im(7) > 0. Por la unicidad de 7’ concluimos
(2). Inversamente, supongamos que se cumple (2). Entonces por los cdlculos anteriores f(z,y)
y g(px + qy,rx + sy) tienen la misma raiz. Pero dos formas cuadraticas primitivas definido
positivas de igual discriminante y raiz son iguales (ver ejercicio 7.12). Con esto concluimos la
primera equivalencia.

Demostremos ahora (2) ssi (3). Asumamos (2) y consideremos A = r7 + s € K*. Entonces
ML, 7] = (rr+3)[1, (pt+q)/(r7+38)] = [r.7+s.1, p.7+5.1]. Note que [1,7] D [r.7+s.1,p.7+s.1].
Sillamamos z = r.7+s.1 ey = p.7+s.1 entonces [r.7+s.1,p.7+s.1] D [-r.z+p.y, s.x+(—q).y] =
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[1,7]. Concluimos que A[1,7'] = [1,7]. Inversamente, supongamos valida la afirmacién (3),
es decir supongamos que [1,7] = [\, A7'], para algin A € K*. Como A\, A7" € [1,7] existen
p,q,7,8 € Z tales que A7 = pT +qy A = r7 + s. Inversamente, como 1,7 € [\, A\7’] existen
p'.q 7", s € Z tales que 7 = p’ A7’ + g\ y 1 = v’ A7/ + s’\. Reemplazando estas ecuaciones en
las condiciones derivadas de la primera contencién es sencillo concluir que

(P2 2)=(o7)

Por ende g = < Z; Z ) € GL2(Z). En particular, det(g) € {£1}. Ademas de las dos primeras

condiciones obtenemos que 7’ = %. Concluimos a partir de la identidad (0.2) que det(g) > 0
y por ende g € SLa(K).

0.4. Demostracién de (2). Se deduce de la equivalencia entre (1) y (3) en la subseccién
anterior, que existe una funcién inyectiva ¥ : C(D) — C(O) definida por ¢(f(z,y)) = a[l, 7],
donde 7 es la raiz de f(z,1) y donde () denota a la clase respectiva. Note que esta funcién
estd bien definida por la afirmacién (1) del Teorema 0.1. Demostremos la sobreyectividad. Sea
a un O-ideal fraccionario. Por lo visto en la sesién anterior, podemos escribir a = [«, 5], con
a,f € K. Note que /a0 a/f € h. Intercambiando « con  de ser necesario, podemos asumir
que 7 = B/a € h. Sea ax? + bz + c el polinomio minimal de 7 sobre Q. Racionalizando y
cambiando signos de ser necesario, podemos asumir que a,b,c € Z, a > 0y med(a,b,c) = 1.
Entonces f(x,y) = ax? + bxy + cy? es una forma cuadrética primitiva definida positiva y de
discriminante > — 4ac = D. Para el detalle de la positividad y del discriminante véase el
ejercicio 7.12. Concluimos que ¥ (f(z,y)) = a[l,7] = [1,7] = [1, 5/a] = |, 5] = @.

0.5. Estructura de grupo en C(D) y C(O). En esta seccién entenderemos el significado de
la ley de grupo en C(D) en términos de la ley de grupo en C(O). En particular mostraremos
que dicha ley de grupo no depende de la eleccién de los representantes. Este resultado estaba
pendiente desde la sesién 2. Enunciemos la férmula de Dirichlet. Sean f(z,y) = ax? 4 bxy +cy?,
g(z,y) = a'z? + b xy+/y? dos formas cuadraticas primitivas definido positivas de discriminante
D y asumamos que med(a,ad’, (b +b')/2) = 1. Entonces la ley de composicién entre f(z,y) y

g(z,y) es
2

B _
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(0.3) (z,y) = ad’e” + By + ———y",

donde B es el tinico nimero médulo 2aa’ que cumple con las siguientes congruencias:
(i) B = b(mod 2a),
(ii) B = b (mod 2d'),
(iii) B? = D(mod 4ad’).

Usemos la funcién ¢ para demostrar que F(x,y) = f(x,y) * g(x,y). Considere los O-ideales

"imagen” de f,g y F definidos por [a,(=b + fvVdk)/2], [/, (= + fVdKk)/2] y [ad,(—=B +
fVdg)/2]. Escribimos A = (=B + f/dk)/2 y usando las conguencias (i) y (ii) obtenemos que
los O-ideales anteriores se escriben como [a, A], [a/, A] y [aa’, A]. Estailtima afimacién se debe

a que [a,z + n.a] = |[a, z], para cualquier z € K. Luego la invariancia de clases de la ley de
composicién se traduce, via 1, en la identidad [a, A][a’, A] = [ad’, A] en C(O). Para demostrar
esta udltima igualdad note que

(0.4)

_ B?-2BfVdk + f*dx _ B>+ D —2BfVdx _ 2B*>-2BfVdk _
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Luego [a, A][d/, A] = [ad’,al,d’ A, A?] = [ad’, al\, a’ A, —BA]. Note que si z divide simultanea-
mente a los enteros a,a’, B, entonces de (i) y (ii) deducimos que z divide a b y b’. Por lo tanto
z divide a med(a,d’, (b +b')/2) = 1. Concluimos que mcd(a,a’, B) = 1. Por lo tanto existen
x,y,z € Z tales que A = zalA + ya’A — 2BA, de donde [ad’,al,d' A, —BA] = [ad’, A]. Con
esto se concluye lo pedido.

A? —BA(mod ad’),

Observacion 0.1. La ley de grupos deducida por Dirichlet no es més que la ley de grupos en
C(O). En otras palabras la biyeccién 1 es un isomorfismo de grupos.
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0.6. Demostracién de (3). Para demostra (3) haremos uso de las siguientes propiedades
bésicas sobre la normal N(a) = |O/al.

Lema 0.1. Sea O un orden cuadrdtico imaginario, entonces:

(a) N(aO) = N(«), para a € O\ {0}. Note que la segunda norma es la norma compleja.

(b) N(ab) = N(a)N(b), para cualquiera dos O-ideales propios a y b.

(¢) aa = N(a)O, para cualquier O-ideal a. Note que esta identidad se traduce como @ es el
inverso de a en el grupo de clases C(O).

Si m es representado por f(z,vy), entonces m = d%a, donde a es propiamente representado
por f(z,y). Como se demostré en la clase 2, podemos asumir que f(z,y) = az? + bry + cy?,

cambiando f(x,y) por una forma equivalente de ser necesario. Entonces ¥(f(x,y) es la clase
de a = a[l,7]. Luego

(0.5) N(a) = N([a,a1]) = |[1,ar]/[a,aT]| = |Z/aZ] = a,

de donde N(da) = d?a = m. Por lo tanto m es representado por la norma de ideales N.
Demostremos la propiedad reciproca. Asumamos que N(a) = m. Por lo demostrado en el lema
7.5, expuesto en la sesién anterior, podemos considerar a = a[l,7], donde at®> +br +c =0y
med(a, b, ¢) = 1. ES més, cambiando los signos de a y 7 de ser necesario, podemos asumir que
a >0y T €bh. Entonces f(z,y) = ax? + bzy + cy? es una forma cuadratica primitiva deinido
positiva tal que ¥(f(x,y)) =a € C(O). Debemos probar que f(z,y) representa a m. Note que
aa = aa[l, 7]. Luego por (a) y (b) en el Lemma 0.1 tenemos que N(a)N(a) = N(a)N(a[l,7]).
Por el calculo anterior N(a[l,7]) = a € Z, de manera que la identidad anterior se escribe como
a’N(a) = N(a)a. Por lo tanto N(a) = N(a)/a.

Por otro lado, como a = «[l,7] C O = [1,a7], tenemos que existen p,q,r,s € Z tales que
a=p+qary ar =7+ sar. Como (p + qat)T = 7 + sat y at® = —br — ¢, obtenemos que
p = as + bq. Por definicién de a y de la normal compleja

1
(0.6) m = N(a) = N(a)/a =~ (7% ~ bpq + acg?)
pero si se incluye la igualdad p = as + bgq en la ecuacién anterior se obtiene
1 1
(0.7) m = =((as+bq)*> —b(as+bq)q+acq®) = —(a®s® +absq+acq®) = as® +bsq+cq® = f(s,q),
a a

de donde se sigue el resultado.

Observacién 0.2. Sea a = [a, §] un O-ideal con Im(S/a) > 0. Entonces f(z,y) = W

es una forma cuadrética. Es un ejercicio probar que de esta manera de induce el inverso de .
Corolario 0.1. Sea O un orden en un cuerpo cuadrdtico imaginario. Sea M un entero no nulo.

Entonces toda clase de ideales en C(O) contiene un O-ideal propio cuya norma es relativamente
prima a M.

Demostracién: En la exposicién 2 se demostré que para M fijo, toda forma cuadratica primitiva
represneta e un nimero k de manera que med(m, k) = 1. Luego, por (2) y (3), se sigue que
para toda clase de ideales en C'(O) existe un O-ideal propio a en dicha clase tal que N(a) = k.
O

Ejemplo 0.1. La construcciéon anterior no vale para cuerpos cuadraticos reales. En efecto, sea
K = Q(v/3). Entonces O = Z[/3] es un DFU, luego un DIP. Por ende C(O) = {1}. No

obstante +(x? — 3y?) = £N(x + yv/3) no son equivalentes. Por ende C(D) # {1}.
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