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Variedad algelnaica y divisor conómico

· Una voiedad algelaica compleja es el conjunto solución
en No

N
de un sistema de polinomios .&

-login) (proyectiva)
· La queremos

inducible
& En un punto genérico veremos

localmente un abierto analíticode"

para un ne

jo,
la

dimension
dela vanidad aliamente como

en para
todo punto .

· una vaiedad en P es compacto
.

impla

in
nosingular-

superficia
Z algelraica



· (y = x +13ck ; (y = x +z]
13

4 -D
· /1

,27
= - = (x3+ y3 + z3 = 03cP-

M

curva elíptica
· (w = x3+ y3+z33

supéricie cúbico

⑨ (wx+ wy2+wz =3xyz][/P
11

otra superficie cibica singular en 10 ,
0

,
0

, 1]



Dada una variedad X
,
el divisor conómico Kx se puede

pensar como :

· considerar w disencialmeromogaen**.
· ceros de W = conjunto algelnaico codim1 de X = Z

· polos de W = otro conjunto algeliaico codim 1 de X =P

=> Kx = z - P (suma fornal)

Si tenemos otra diferencialw' existe junción meromoa
f : X- - >tol que w = div(f) + z-p .

Idea : En X podremos intersector (digamos X nosingular
Sdivisores (Codim 1 subveredades) con curvas-- -

=> KX nos daráintersecciones conoricos



¿ Pero que pasa con div (f) · Cura?p : es cero
.

: En X =P podemos calcular Kx = -P-q para
-

P , qEX indesquiere .
En X la unica curva es Xs

Con lo cual Ky - X = godo/kx) = -2 .

E Si X = Curva proyectiva nosingular , entonces
X = superficie de Rieman Compacta de génerog.

⑳ Setiene grado(kx) = 29-2 .

↓ ·.. X

E : Una curva plana nosingular de grado d enP
es X = 3 ( ,Y ,z) =0}( : g(x) =(d(d

-2).
& -

· meducible

& Ef , IF,
f notodacon
: 4x4+ya+ za = 04



Ef : X =P es una superficie complejanosingular .

Su teoría de intersección es el teorema de Bezout :

Torma : Dadas curvasa , Te de grados d y e
= Tot = de

.

·
6

③

kx =
- B y así Ko = -3d/0

, para
todo curva . También Kox =:-Tz = 9 .



Digamos X = Vanedad proyectiva (normal) .

ky)0 · Kor >o Fama MCX y K 0
.

conónico positivo

Kx = 0 : Kx. = 0 KamaMCX .#conómico cero

k(0 : K -M >0 FameX y (x 30 ·

conómico negativo

des
-

-

una Xn0ca enninguna-

: Tipicamente --

tenemos los henamientos de geometra &

o teoría de Mori o Minimal Model Program (MMP) ...



Filosogia MMP :

Dada una X
,

se hacen finitascirugs en X

(glips o contracciones divisoviales) tel que el
---

resultado final X coe en alguna posituidad
conómica o es filmada por ellas 6

XiDir
I

k40 k= 0 k > 0

Fano Colobi-You Tipo general
I

-variedades fundamentales



Ej : Hipersuperficies X = { Falo ,X , ...,Xn) = 03 C D.nosingulares H
3-

· Ya = (d-1-N)H/X y dima
=-

El vigno de Ka depende del signo de -1-W .S
d

Fono Coldi-You tipo general
si si si

< N+ 1 d = N+ 1 d > N+1

Ejemplo : N = 2 N= 2 N =2

-- d= 102 => d = 3 => d4

y Xd P y Xa? ~ y tas
=⑳
g =(((d

-2)



En dimensión 1 no hoy MMP y en ejecto :

K< 0 k = 0 K> 0

# # #
P ⑳ (/7

,
>⑳

g = 0
g = 1 g72



·

EndimensiónLihoyMMP y
está dominadoaa

Blp(X)x up
= X-

⑤

Pe -

down

· up es una construcción simple ; down es un
teorema.

--
-

reemplazar un punto controer una M =P
nosingulas por un con M2= -1 a un

↑ =P con M2= -1
* punto no singular .



Trorma : En dimensión 2 , luego de contraer todos los posibles
-

M =P con M2-1
,
tenemos una superficie X

Con

· Kxor0 FamePCX
.

· X está jibrado por PE solve una cua C .

· X=p ·



En dimensión 2
,
las vavedades fundamentales son :

Superficies delPezzo
II < 0

PB
· abelianasASuperficies K3 y superficies k =0

y ciertos cocientes finitos de ellos
(e . g . superficies de Enriques

&

Superficies de tipo general >0



Solne superficies deTipogeneral sabemos poco ...

Por ejemplo, minemos sus números de Chem :

ci = kxokx C = Xtop = 2-2bs +- be

entonces
c2+ = 0 (mod 12) Formula deM .

Noether
1878

C330, >0 Desigualdad de Costetuvo
1905

-36) 3C--

Desigualdad sesigualdad
-You 19771870 de Noether de Bogamolov-Mijaoka

= son los superficies = [) X es un cociente de

de Houkiowa la bola de dimc= 2



Geografía de superficies de tipo general

2

22

Dado (a ,b) Zona OK , JX con ci(x) = a
,
<(x) = b ?

&

1 Aun no rellenamos todos los puntos ! (Comparar con curvas (9)



· Notarque , 3] · Tres densoen

· Digamos que pensamosen y (x) = grupendamentalde X

-

Norma:j
=1 ( es densoen [5 ,3]

-
C2

(Person 80s ; Roullean-U 2015)

Terrema : NTs= grupo de alguna =>esdensoen [3]-1

- Vocedad zya 2. g:

(Troncoso-U 2019 : "Sovage surfaces] Set00

· El cuento con pares (CC)
es muchomás complicado ...



Considerar los invariantes más pequeños posibles
C= 1

, C
= 11
y M = 1

.

Teorma [Balow 1984] : Existe familia 4 dimensional .
(Pero puede haber mucho mas ! )
(Son homeomorgas a Blg(P) (

¿ Qué sucede con c= 2
,
3
....,8 = 12-C = 1 ?

-
No
que hasta

el 2007 que los surcoreanos Mi,!

Yongram Lee y Jongil Park demosticion & -O

grómetro algelico geometra diferencial/simplectico



Terrema [LP07) : Existen superficies simplemente-

conexo de tipo general con =2 y C = 10
·

E D F
. degeneración

If &leve

i) * S i])
suavizacionD apropieda L ↑-

E ↳
· racionalsupersis superficie de tipo

singular con Ko general con ci = 2
,
↳ = 10



La .

↓ D

i)
es una sombre de·D De

E -

construir la sombra demuestra existencia !

-

Preguntas ·-

(1) Que singularidades producen un daño leve ?
(2) Cómo construir sombros ?

-

(3) Qué se calcula para
mostor que es

sombra

de algo algelaico ?

y como
todo enmatemática : (4) Donde estála disicultad ?



Las singularidades son las que poseen
- -

una suavizacion con

número de Milnor M = 0
.

por=FiladeL Milmor

Los llamamos QHD
.

conM = 0

originalmente estudiados por J.

Wall en

los 80s
.

- moduli (KollarRelevantes en compodicacion
Shepherd-Banon 1988) , Rational blow-down
de Fintushel-Stem-Park en los 90s ,

etc ...

singulandades cociente
= singularidades de Wahl

Con suavización u = 0



X *
-

Cadenas naranjas de Wohl = C

#xx = XSo
mumural

#* resolución

de singulaudades
composición ↑ J

T de
blow-downs I F
~ Costelnove) W =

·.
- w

.

D
E
··

&⑳T) =5. r con

#(C) = Configuración de curvas racionales en S.

Dipcultad : Encontrar(C)CS tol que kwoo Kn0 ·

no m

razonable salvaje



(Existencia de Wa algelaico es cohomología/obstrucción ...)

-2

A
13 blow-ups -2

J .
A·S =p ~

gag ↑nocurva de grado 7
I

Demostracion de porqué ~-eWes sombra detalWt :

HW
,
Tw) = 0 W superficie singular

sombra de W con c = 1= 11, 1



Resultados KO a través de sombros...

Quienes son los sombras de los superficies del Pezzo ?

Teorema [Bodesu86, Manetti91 , Hacking-Prokhov20]
Si PW ,

entonces W proviene de Pa,,2),
a + b2+ = 3abc (Ecuación de Markov) .

(1
,
1

,9) (1,
1

,
2) (1,

2
, 5) (1,

5
, 13) (1,

13
, 34) FiBONACCI Pla,c)

,w
↓

·
(2 ,

5
,
29) % --

-g

↑ :
((5 ,

29
, 433) ! ...

· ....,bi
D

--

43261)/ ⑧C

I ... -
P ...

MUTATION

Mutacion %
/ -

Árbol de Markov (a
,
b

,c) (a ,
b

,
sab -c) ... Pla() Plab,,)--



Teorema [U-Zúniga23] Descripción total de la geometria
-binacional de un numero de Markov y equivalencias

a la conjetura de Markov (Unicidad de Froberious) .
Teorema [U-Zúniga25] Clasificación detodas los sombras de
Todos los superficies del Pezzo .

... . Mutacionesde Consecuencia :
-- Mori y Markov P(272

,
5

, 22)
.. ... - )(Y ·
T %Ex # Para grados 4- ↳

x ⑧

⑧

[M)( -> ( (+5
=Tem= Torica

Toda sing .
de Wahl

O
gan

- [ es posible , PERO-

Tren deMori x
O - ·

8= 6
..

~
EX/ ↑ grados hoy

2)

↑

i... O

↑ ·

...
- Wem1] · que no ·

S T ↑- -

· ↑
4

. ·
We= siprice

: del Pezzogrado6



Resultados0 a través de sombros
...

Aquí es muy complicado controlar configuraciones!

Termino la charla con dos casos con inversantes
pequeños.

stipoI

(1) sombros en la recto de Noether C= (-31)

(Superficies de Horikawa)y= ( -36) +1 ·

↑

TipoII

(2) Somos cuando c+ = 12 y 1
·

(aquí las superficies son homeomogos a Blg-c(P))I
dande 148

"42



Teorema [V .

Momed
,
J

. Negrete , U 2024] :

Clasificación deToda posible sombra de superficies de
-

lipo En podicular S el problemaHorbowa de - I
. (

T

1
1

T

famoso del lipo diseomogismo" de
Houbowa noes

posible resolverlo a través de sombros .

X =

Ejemplo
de
construcción
Cuando

c2= 16



También tenemos totalmenteel caso TipoII , poper en

progreso 2026( ? ) ...

Con M .
Conedo estamos clasificando Tipo I contodos

los singularidades QHD (ie. M = d) . .
·

El resto de los Ko con c más grande está
-

completamente abierto . *

Termino mirando el caso c+C = 12 y = 1
·

Este es untrabajo en conjunto con J . Reyes y
-

usomos busquedas computacionales de Configu
saciones de curvas

.



Novedad conJ
.Reyes

Ho
-

En Terminos de singularidades deWal Abeito :
44 508 21041246 20 Existe alguna
- ↓ superficie singular

-

numero de ejemplos W con K=6
,7,
8 ?

Constructibles con Abierto :
-

...

I singularidad Tenemos suavizacion
distinta y

a unasuperficie
suavizable

-

algelnaca ?

algelnacamente e



Existencia de tolesW existencia de Bla-k() exóticos .

#puntos : 8 7 654321

+6
?? ?

445082104 124620 -
↑

- Si hoyconstrucciones

distintos construcciones Fexóticos
,Muy pocos

a través de W [Akhmedov-Park2008]

-

S
-

!con singularidades deWol [Fintuchet-Stem2011]

Primera toles construcciones
↳ [Baldridige-Kink 2008]

[Baybur-Hamada 2021][J.Reyes U2022] Pregunda · Existen Bl(P)exóticos?-dete
gamose



un ejemplo de Bl(PE) exótico :

Bl)

· W angiEl
en

- 4 singulariot dodes
↓ 11blow-ues Configuración

p de Brectos

·
-

U ↳y2nic.
L

, Ly , Lz
S 3( = (x - y+z=0B = X +y+ z = 0

Q
, - ((x+z)

2 -
y(x-z) = 04

Q = ((x+z)+y(x-z) = 0 3.

↓ sinacion. S
&

&
FIN

4 = 4x+ y - z = 03
(2 = 4x -

y - z = 04
P BT = (x - iy +z = 04


