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Variedades Téricas correspondientes a un Abanico

Definicién (Abanico)

Un abanico A en un reticulo N es una colleccién finita de conos punteados
(racionales,poliedrales, convexos) en Ng tal que

@ Cada cara de un cono en A es un también cono de A.
@ La interseccién de cualquier dos conos en A es una cara de ambos.

El soporte |A| de un abanico A es la unién de todos los conos en el abanico.
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A un cono o le asociamos la variedad térica afin U, := Spec(k[Ss]). Los
siguientes hechos nos permitiran construir una variedad X(A) a partir de un
abanico dado.

@ SiT <o, tenemos que 0¥ C 7V, lo que induce un morfismo U, — U,.

@ Si suponemos que dos caras 71, 7> de un cono o en A. Entonces podemos
identificar canonicamente U,, N U,, con Ur,nr, en U,. [Supongamos que
7 =0Nut con uyi € MNoV. Tenemos que 71 N7 = o N (ug + t)*, y
también U,, N U,, es el subconjunto abierto afin definido por " x“2].

@ Si 01,05 son dos conos en A, como T = o1 N oy es una cara de los dos
conos, podemos identificar U, con un conjunto abierto de los U,,. Asi
podemos definir X = X(A) como la unién de estos U,, teniendo en cuenta
estas identificaciones en la interseccién.

@ El toro Ty = Uyo) es embebido en cada U,. Si 7 < o, la inclusién U, C U,
es compatible con la accién de T, por lo que T actta sobre X.
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Ejemplo

Sea N cociente del reticulo con base ey, ..., e, por el subreticulo generado por
e +---+ e, Paracadaicon0<i<n,seao; el cono generado por

€, -..,6,...€en. El conjunto de los o; (con sus caras) define un abanico A.
Tenemos entonces que

n n
M = E uief: E u=0
i=0 i=0

Si establecemos t; = x® , entonces k[o) N M] = k[to/t;,...,t/t;]. Esto muestra
que X(A) =P". Mas aan, la accién del toro (k*)"™1/k* sobre P" es inducida por

2
(Mos--oyAn) - [x0 i - i xa] = [XoXo : -+ : Anxn]. El caso de P* es:
2-dimensicnal cones Corresponding affine pieces:
the dual cones _, g
- Spec(k[z, u])
oy o ; .1, Spec{k[?)_l-m!i’_1])
i LN Spec(k[z ™, yz 1))
:' 1 "
il

a3

Toric Varieties el B G



Morfismos de Abanicos y sus variedades asociadas

Supongamos que ¢ : N' — N un morfismo de reticulos. Si A’ y A son abanicos
respectivos, decimos que ¢ nos da un morfismo de abanicos si para cada cono
o’ de A’ existe un cono o en A tal que ¢(c’) C o. Si se cumplen estas
condiciones tenemos los siguientes homomorfismos de algebras:

kloV 0 M] = k" 0 M'], x" = x W),

los cuales definen un morfismo de variedades U, — U, C X(A) independientes
de o.

Asi se define un morfismo de variedades ¢, : X(A’) — X(A). En particular, si
tomamos ¢’ y o los conos triviales nos da un morfismo de grupos algebraicos
Ty — Tn. Mas ain, ¢, es compatible con las acciones correspondientes via
estos morfismos. Cuando un morfismo f : X(A’) — X(A) cumple esta condicién
decimos que f es un morfismo de variedades téricas.
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Ejemplos

En este ejemplo, los vectores generadores son e, €2, —€2, —e1 + aes.

04

o3

a2

Aqui X(A) es cubierto por los abiertos

Us, = Spec(Clx,y])  Us, =Spec(Clx,y ') Uy, = Spec(Clx~ 1, x 2y~ 1))
UUA = Spec(c[xilaxay])

Vemos que el pegado de U,,, con U,, es dado por Uge,y = Spec(k[x,y,y™1]).

Finalmente notemos que el homomorfismo ¢ : Z? — Z definido por ¢(vi, v2) = v
induce un morfismo ¢, : X(A) — PL.
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Oribitas y subvariedades Invariantes: Caso afin

Sea ¢ un cono punteado en un reticulo N de rango n:

@ La accién de Ty sobre U, tiene solo finitas orbitas y estan en
correspondencia con las caras de ¢V N M cada una de estas caras son de
la forma ¢V N7~ N M para alguna cara 7 de . Notamos que el grupo
generado por oV N7+ N M es 7+ N M. Denotamos por O, la orbita
correspondiente, tenemos también que O, = Spec(k[M N 71]).

@ La clausura V(1) de O, es Spec(k[c¥ N7+ N M]), y tenemos una inclusién
V(1) — U, inducida por g : k[oV N M] — k[oV N M N 7], definido por
g(x!)=x"siveca'NMn7ttyg(x*) =0 de lo contrario. Ademas

Uo" = H‘rgo" O’T7 V(T) - HT’ZT O‘r’~

Ejemplo
Sea N =7"y sea o el cono generado por e, ..., e, Tenemos entonces que
U, = A". Si 7 es una cara de o generada por {e|i € I} entonces V/(7) es
definido por el ideal (t;|i € I), mientras que las orbitas O, es

x=(x3,...,x,) €EA"|x;=0paraiclyx;#0paraiédl}
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Oribitas y subvariedades Invariantes: Caso global

En el caso general tendremos que X(A) = I1,ca O, usando el hecho que 71 y
son conos distintos en A, entonces O, # O,,. Ademas de esto tenemos que las
subvariedades irreducibles invariantes es igual a algiin V(7) (Usamos este hecho
en U, para algin o con VN U, #0.)

Cada orbita O; es un toro, y por tal razén tiene un punto distinguido (la
identidad) que denotaremos por x,. Si T es una cara de o, entones x, pertenece
a U, y este es dado por el morfismo de semigrupos x, : 0¥ N M — k, definido por
x;(u) =0siu¢ 7ty x(u) =1 de otro modo.

Finalmente, notamos que O, es es cerrrado si y sélo si 7 es un cono maximal de
A, y los puntos fijos por la accién son los puntos x, donde 7 es un cono en A de
dimension n = rank(N). La siguiente proposicién nos permite relacién los puntos
distinguido en un morfismo de variedades téricas.

Proposicion 1

Sea ¢, : X(A’) — X(A) elmorfismo inducido de variedades. Si 7" es un cono en
A’ y si T es el cono mas pequefio en d que contiene a ¢(7’), entonces

¢«(xr) = x;. De aqui ¢.(0r/) C Oy ¢ (V(1')) = V(7).
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Proposicion 2
Sea ¢ : N’ — N un morfismo de reticulos y sea f : Tpy — Ty el morfismo de
toros correspondiente.

© Si ¢ es sobreyectivo, entonces existe un toro Ty y un isomorfismo
Tnr = Ty x Ty tal que f corresponde a la proyeccion sobre el primer
factor. En particular, f es sobreyectivo y tiene fibras conexas.

@ Si ¢ es inyectivo y coker(¢) es finito, entonces f es finito, sobreyectivvo con
deg(¢) es igual al orden del cokernel.

© Si ¢ es inyectivo y coker(¢) es libre, entonces f es una inmersién cerrada.

@ Cualquier f admite una descomposicién

f f2 f3
Tnr T, T, Ty,

donde f; es como en (1), f, como en (2) y f3 como en (3).
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Observacién

Notamos que el punto (1) de la anterior Proposicién muestra que el ejemplo 2,
nos da una superficie birracional a P* x P'. Vamos a demostrar que entonces que
esta superficie es isomorfa sobre P! a la superficie de Hirzebruch

F, =P(Opr ® Opz(a)) y para ello basta demostrar que esta contiene una curva
con autointerseccién —a.

Observamos que la cara 7 = {e>} determina una curva V(7). Vemos que

V(r) N Uy, es t" = 0 donde u es el generador de 0y N M que no se anula en T,
por lo que es e5. Luego es la ecuacién y = 0. Haciendo lo mismo para

V(7) N U,, vemos que esta esta definida por la ecuacién x?y = 0, De aqui
obtenemos que D, = P* (pues Vo = V(1) N U,, = Spec(k[x]) y

Vi = V(1) N Uy, = Spec(k[x!])). Finalmente notamos que en el abierto

Vo N V4 tiene ecuacién local x?y/y = x? y de aqui que

N = O(—V/(7)) = O(—a), con lo que la autointerseccién de esta curva es —a.
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Demostracion

@ Si ¢ es sobreyectivo, entonces tenemos un isomorfismo N’ = N x N” donde
N’ = ker(¢). Asi esto induce un un isomorfismo Tys = Ty X Tyr y
corresponde a la proyeccién en la primera componente.

@ Si ¢ es inyectivo y su cokernel finito, tenemos una sucesién exacta
0> M- M — L—0, donde #L = #coker(¢). Dada la inclusion
podemos escoger una base ey, ..., e, para M’ tal que ajes,...,a,e,. Para
ciertos enteros positivos a, ..., a,. y de aqui #L =[] a;. Tenemos asi que
sobre los toros asociados a los reticulos f esta definido por
(t1, ..., tn) = (£*,...,t2), lo que muestra que este es un morfismo finito,
sobreyectivo de grado deg(f) =[] a;.

© Si ¢ es inyectivo con cokernel libre tenemos un morfismo sobreyectivo
M — M’, asi que f es una inmersién cerrada.

@ Para un morfismo arbitrario ¢ se puede factorizar como sigue
N — Ny — Ny — N, donde Ny es la imagen de ¢ y N, es tal que No/Nj es
la torsion de N/Nj.
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Corolario 1
Sea ¢ : N’ — N un homomorfismo de latices y sea f : Tpy — Ty el morfismo de
toros correspondiente.

@ f es una inmersién cerrada si y sélo si ¢ es un monomorfismo split.

@ f es sobreyectivo si y sélo si es dominante. Este es el caso si y sélo si el
cokernel de ¢ es finito.

Corolario 2
Suponga que coker(¢) es finito. Entonces ¢.(O,/) = O, y de aqui que la
clausura de ¢.(V(7')) es V(7). Si asumimos que ¢, es propio, entonces

¢(V(7')) = V(7). )

Este ultimo viene del hecho que O, — O; es inducido por el homomorfismo de
grupos N(7') — N(7) el cual tiene cokernel finito.
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Subgrupo a 1-parametro

Un subgrupo a 1-parametro del toro Ty corresponde a un elemento v € N.
Denotamos por f, : k* — Ty el subgrupo a 1-parametro correspondiente a
v, entonces f, = (¢y)«, donde ¢, : Z — N es dado por ¢, (1) = v.
Tenemos el siguiente resultado

Proposicién 3

El subgrupo a 1-parametro f, puede ser extendido a un morfismo

f, : Al — X(A) siy s6lo si v pertenece a |A]. Més atn, si o es cono mas
pequefio en A que contiene a v, se tiene f,(0) = x,.

Observamos pues que esto nos da una manera de recuperar el abanico A
desde la accion del toro sobre X(A).
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Gracias.
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