GEOMETRIA DEL GRUPO DE UNA CUBICA PLANA

FELIPE INOSTROZA
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1. GRUPO DE UNA CUBICA

Teorema 1.1 (Bézout). Sean F,G curvas no-singulares de grado m,n respectivamente con com-
ponentes distintos, entonces
#FNG <mn

Si consideramos una cubica C'y una linea L, entonces #L N C < 3.

Definicion 1. Sea C una cibica, y L una recta.

» Si LNC ={P,Q, R}, entonces definimos ¢(P,Q) = R.
» Si LNC ={P,Q} y L es tangente a C' en P, entonces definimos ¢(P, P) = Q.
» Si LNC = {P} con L tangente, definimos ¢(P, P) = P.

Proposicion 1.2. Toda cibica planar no-singular definida sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
tiene 9 puntos de inflexion. Para estos puntos se tiene que @(P, P) = P.

Definicién 2. Dada una cibica C, fijamos un punto 0 tal que ¢(0,0) = 0. Definimos la operacién
+: E x F — FE de la forma

P+Q=¢(0,¢0(P,Q))
Proposicién 1.3. Si R = ¢(P,Q), entonces P+ Q + R = 0.

Demostracion.

Teorema 1.4. (C,+,0) es un grupo abeliano.
Teorema 1.5. Si E es una curva eliptica, entonces E = C/A, con A un reticulado.
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Proposicién 1.6. Si P,Q son puntos de 3-torsion, entonces p(P,Q) también lo es. Ademds, si

P # @, entonces P # ¢(P,Q) # Q.

Demostracion. P+ Q + ¢(P,Q) =0 — 3P +3Q + 3p(P,Q) =0 = 3p(P,Q) = 0. Luego
si o(P,Q) = P, entonces P = @, ya que P es 3-torsion. O

2. CONFIGURACION DE HESSE

Proposicién 2.1. Dada una cibica C C P? dada por F = 0, existen 9 puntos de inflexion, dados
por C N H, con H la curva dada por el determinante del Hessiano de F' igual a 0.

Definicion 3. El pencil de Hesse es el sistema de cibicas planas dado por
By Ma? +y° +2%) + payz =0, [\, pu] € P!
Observacién. Si E),, = {F = 0}, entonces 3[X, i'] € P! tal que Ey ,, = {det(H(F)) = 0}.

Demostracion. Sea F(x,y,z) = (a3 + 3> + 23) + pryz, entonces su Hessiano es:
6Ar puz upy
H(F)=| pz 6y px
wy  pxr 6Az
— det(H(F)) = =6 u? (2% + 9 + 2%) + (2162 + 21%)xy2
el cual es un polinomio que define la curva Ey/ v, con X = —6Au2, W = 216)% +2u3. O

Ahora quisiéramos saber como se ven los puntos de inflexién de una curva E) ,. Para esto,
podemos ver si existen puntos que anulen a todos los polinomios de la forma

M + 9 + 23) + payz

Para esto, queremos que los puntos no dependan de A, u, por lo que podemos buscar puntos

[0, Y0, z0] tales que x% + yg’ + zg‘ = zoyoz90 = 0. Primero notemos que si g = 0, entonces
zoyozo = 0. Luego queremos yg, zp tales que yg’ + zg = 0. Si yp # 0, podemos asumir yg = 1
ya que [z, 3o, 20] € P2. Entonces —ZS’ = 1, por lo que podemos considerar zg = —(, donde ¢3 = 1.

Luego (0,1, —(] € E,, para todo [\, ] € PL.
Notemos que todos los puntos tales que sus entradas son permutaciones de 0, 1, —( pertenecen a
todo E) ,:

[Ovlv_da [Oa _Cv 1]> [LO’_C]’
[L_Cvo]’ [_C7O7 1]7 [_47170]

También podemos usar —¢2 y —1 en vez de —(, por lo que tenemos en total 18 posibles puntos,
pero eliminando los repetidos nos quedan 9 puntos distintos:

bo = [071?—1]7 b1 = [0a17—<]7 b2 = [071’_42]
b3 = [170?_1]7 ba = [1703 _<2]a Ps = [1,0, _C]
b6 = [17_1’0]3 b7 = [17_430]7 bs = [1¢_C270]
Todos estos puntos pertenecen a todas las curvas del pencil de Hesse, y entonces son puntos de
inflexién.
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Consideremos E[3] = {po, - .., ps}, entonces (E[3], +,po) es un grupo abeliano isomorfo a Z/3Z x
Z./3Z, dado por el isomorfismo

Z Z
E3l — — x —
B = 52" 32
[O) 17 7(] — (17 O)
[1,0,—1] — (0,1)
Sabemos que si dos puntos P, ) son 3-torsién, entonces (P, Q) nos da otro punto 3-torsién, por
lo que podemos estudiar ¢(p;, p;), y ver la configuracion de rectas que quede.

Figura 1. Los puntos de E[3] ordenados de izquierda a derecha, de arriba hacia abajo, y las

rectas que los unen.

Esto es lo que se conoce como la configuracion de Hesse, y estd compuesto por 9 puntos por los
que pasan 4 rectas, y 12 rectas que contienen a 3 de estos puntos. Se denota (94,123). El dual de
esta configuracién es (123,94), el cual estd formado por 12 puntos que son interseccién de 3 rectas,
y 12 rectas que contienen a 4 de estos puntos. Esta ultima es la configuracion dual de Hesse.
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