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Todas las variedades sera definidas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

1. Superficies de Del Pezzo lisas

Definicién 1.1. Sea X una variedad algebraica proyectiva normal. Diremos que X es una variedad
de Fano si el divisor anticanénico —Kx es Q-amplio, es decir, si existe m € N=! tal que —mKx es un
divisor de Cartier amplio. Si dim X = 2 y X es Fano, diremos que X es una superficie de Del Pezzo.

Proposiciéon 1.2. Sea X una superficie de Del Pezzo lisa. Entonces X es isomorfa al blow-up de P? en
r puntos, con 0 <r <8, o bien X = P! x PL.

Demostracion. Sea X una superficie de Del Pezzo lisa. Si X no es minimal (es decir, si existe una curva
excepcional E C X tal que E = P! y E? = —1) entonces el teorema de contraccion de Castelnuovo
asegura la existencia de un tnico morfismo ¢ : X — Y con fibras conexas de tal suerte que Exc(p) = E,
©(F) es un punto en Y, y ademéas Y es una superficie lisa. Por ende, tenemos que

KX :(IO*Ky—l-E

En particular, observamos que —Ky es amplio. En efecto, dado que —Kx es amplio, la formula de
proyeccion (ver Observacion [3.8]) implica

(-Ky)? =K¢ = (¢*Ky)’=(Kx —E))=K% —2Kx E4+E*=K% -2-(-1)-1=K%+1>0.

Ademés, si C' C X es una curva irreducible diferente de F, entonces se tiene por la formula de proyeccion
que

(-Ky) - p.C=¢p"(-Ky) - C=(—Kx+E)-C=-Kx -C+FE-C>0.
Concluimos asi que —Ky es amplio gracias al criterio de Nakai-Moishezon. Luego, basta estudiar super-
ficies de Del Pezzo minimales:
Sea X una superficie de Del Pezzo minimal. Observamos que P (X) = dim H*(X,2Kx) = 0. En efec-
to, si D es un divisor efectivo linealmente equivalente a 2K x entonces por una parte —Kx - D > 0
(Nakai-Moishezon), pero por otro lado —Kx - D = —2K?% < 0, una contradiccion. Del mismo modo, la
irregularidad ¢(X) = dim H* (X, Ox) = 0 gracias al teorema de anulacién de Kodaira. Asi, el criterio de
racionalidad de Castelnuovo implica que X es una superficie racional minimal. Luego, X es isomorfa al
plano P? o bien a una superficie de Hirzebruch F,, = P(Op1 & Op1(n)) con n # 1. En el segundo caso,
sabemos que la superficie X = IF,, posee una curva S,, (tinica si n > 0) con S,, 2 P! y 52 = —n, luego la
formula de género 29(S,,) —2 = S2 + Kx - Sy, se reduce a —Kx - S,, = 2 —n por lo cual necesariamente
n =0y por ende X = P! x PL.
Finalmente, notamos que el blow-up de P! x P! en un punto es isomorfo al blow-up de P? en dos puntos
(considerar la proyeccion estereografica de la cuddrica lisa Q = P! x P! C P? hacia P?), por lo que toda
superficie de Del Pezzo X no-minimal se obtiene como el blow-up de P? en r puntos. Calculamos del
mismo modo que antes

9= (—Kp2)? = (—Kx)* +r

y por ende 0 < r < 8. O

Observacion 1.3. No todo blow-up de 0 < r < 8 puntos en P? es una superficie de Del Pezzo. Por ejemplo,
sio: X — P? es el blow-up de 3 puntos pi, p2,p3 en una recta L C P2 y I' C X es su transformada
estricta, entonces

3
~Kx -T'=3deg(L) — Y _mult, (L) =0,
i=1

por lo que —K x no es amplio. En general, basta que los puntos py,...,p, estén el posicion general para
que —Kx sea amplio (ver [Man806l, §24] para méas detalles).
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2. Variedades de Fano lisas

Observamos, gracias a la demostracion de la Proposicion [1.2] que el hecho que las superficies de Del Pezzo
formen una familia acotada es consecuencia del acotamiento del "volumen"(—Kx)?. En esta seccion
discutiremos sobre el resultado de acotamiento de variedades de Fano lisas probado por Kollar, Miyaoka
y Mori en [KMM92].

Definicién 2.1. Sea F,, un conjunto de (clases de isomorfismo de) variedades proyectivas de dimensiéon
n. Diremos que F,, es una familia acotada si existe X — S un morfismo proyectivo entre esquemas de
tipo finito tal que para toda variedad X € F,, existe un punto cerrado s € S tal que X = X, (fibra en
s € S). En particular, existe £ fibrado en rectas en X relativamente muy amplio tal que el divisor amplio
H, := L|x, tiene volumen H!' uniformemente acotado por una constante M > 0 independiente de s € S.

El lema siguiente prueba que el acotamiento uniforme del volumen permite asegurar el acotamiento.

Lema 2.2. Sea F,, un conjunto de (clases de isomorfismo de) variedades proyectivas de dimension n.
Supongamos que para toda variedad X € F, existe un divisor H muy amplio en X tal que H" < M para
cierta constante M = M(F,,) > 0 independiente de X. Entonces F,, es una familia acotada.

Demostracion. Podemos usar H para embeber X dentro de un espacio proyectivo PV como una subva-
riedad de grado degpn (X) = H™ < M. Por otro lado, sabemos que deg X > codimX +1=N—-n+1y
por ende N < n+ M — 1. Finalmente,

Fn C {subvariedades de grado < M en PV, donde N <n+ M — 1}

es una familia acotada. O
El resultado principal de esta secciéon es

Teorema 2.3 (Kollar-MiyaokaMori). Sea n € NZ1. Entonces la familia
Fn = {X variedad de Fano lisa de dimension n}

es acotada.
Un ingrediente esencial para probar el resultado anterior es el acotamiento del volumen.

Proposicién 2.4. Sea n € NZ1. Entonces existe una constante M = M(n) > 0 tal que si X es una
variedad de Fano lisa de dimension n entonces

(—Kx)" < M.

Demostracion del Teorema[2.3. Dado que —K x es amplio y X es una variedad lisa, el teorema grande de
Matsusaka implica que existe un entero r» = r(n) € N2! independiente de X tal que el divisor H = —rKx
es muy amplidﬂ En particular, la Proposicion implica que H"™ = " (—Kx )™ < r"M. Concluimos
gracias al Lema [2.2] que F,, es una familia acotada. O

El siguiente resultado (ver [KMMO92, Theorem 4.3]) es la principal herramienta para probar el acotamiento
uniforme del volumen. No daremos la demostracion, la cual esta basada en la teoria de deformacion de
curvas racionales contenidas en variedades de Fano.

Proposicion 2.5. Sean € N21. Entonces existe una constante N = N(n) > 0 tal que para toda variedad
de Fano lisa X de dimension n y para todo par de puntos generales x,y € X podemos hallar una curva
irreducible C C X tal que x,y € C y ademds —Kx - C < N.

Finalmente, probemos que el acotamiento del volumen es consecuencia de la Proposicion 2.5

1La conjetura de Fujita predice que si L es un divisor amplio en una variedad lisa X de dimensiéon n entonces
Kx 4 (n+2)L es muy amplio. En particular, predice que en una variedad de Fano lisa de dimension n el divisor —(n+1)Kx
es muy amplio.



Demostracion de la Proposicion|[2.4) Sea x € X. El teorema de Riemann-Roch (asintotico) implica que

el espacio de secciones globales de —mK x que se anulan con orden > k + 1 en x € X verifica
m" k™
dimH (X, Ox (-mKx) @ Tj™) = —(=Kx)" + O(m" ™) — = + O(k" ™).

n! n

Escogemos k = mN, donde N = N(d) es la constante dada por la Proposicion Si suponemos por
contradiccion que existe una variedad de Fano X tal que (—Kx)™ > N™ entonces

dim HO(X, Ox (-mKx) @ TF+1) = %((—KX)" — N™) 4+ 0(m"Y)

es de dimension positiva para m > 0, en cuyo caso existe un divisor efectivo D tal que D ~ —mKx
y mult, D > k + 1. Si escogemos dos puntos generales z,y € X, la Proposicion 2.5 permite hallar una
curva irreducible C tal que z,y € C Z Dy —Kx - C < N. Sin embargo,

D-C>mult,D>k+1=mN+1
contradice el hecho que D-C = —mKx -C < mN. O

3. Volumen de superficies de Del Pezzo singulares

Definicion 3.1. Sea X una superficie proyectiva normal y sea A un R—divisor de Weil en X con
coeficientes en el intervalo [0,1] tal que Kx + A es R-Cartier. Diremos que que el par (X, A) es una
superficie:

(1) weak log Del Pezzo si —(Kx + A) es big y nef.
(2) log Del Pezzo si —(Kx + A) es amplio.

Sea f:Y — X una log-resolucion del par (X, A). Si escribimos
Ky = f*(Kx +A)+ Y _a;F,
donde los F; C X son divisores primos. Dado ¢ €]0, 1], diremos que el par (X, A) es
(a) e—klt si a; > —1 4 ¢ para todo i.
(b) e-lc si a; > —1 + ¢ para todo i.

En 1994, Alexeev demostro en [Ale94] el siguiente resultado de acotamiento en dimension 2 (generalizado
por Birkar [Birl6] a dimension arbitraria).

Teorema 3.2 (Alexeev). Sea € €]0,1]. Entonces la familia
Fa(e) = {(X,A) superficie log Del Pezzo e-lc}
es acotada.

Una consecuencia directa del resultado anterior es el acotamiento del volumen (Kx + A)?. Cabe destacar
sin embargo que el acotamiento de F3(e) no es consecuencia del acotamiento del volumen, pues en
principio (Kx + A)? € R>? es un nimero real positivo y no necesariamente un entero.

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado de Jiang [Jial3| sobre el acotamiento efectivo
del volumen.

Teorema 3.3 (Jiang). Sea (X, A) una superficie weak log Del Pezzo e-lc. Entonces

(Kx +A)? < meix{9, [2/e] +4+ L;sj}

donde |x] =méx{k € Z | k < z} es la funcion suelo. Mds ain, tenemos una igualdad si y sélo si

(1) e > 2 y (X,A) = (P%,0); o bien

(2) e <5y (X,A) es (Fp, (1—2)8S,) o (PC,,0), donde n = [2/e] y PC,, es el cono proyectivo sobre

una curva racional normal de grado n.



3.1. Resoluciones minimales

Recordemos el siguiente resultado usualmente llamado lema de negatividacﬂ (ver por ejemplo [KMO98|
Lemma 3.39]).

Lema 3.4 (Lema de negatividad). Sea 7 : X — Y un morfismo birracional entre variedades proyectivas
normales y sea B un R—divisor de Cartier en X. Supongamos que —B es m—nef (i.e., —B - C > 0 para
toda curva irreducible C C X tal que w(C) = {punto}). Entonces, B es efectivo si y sdlo si m.B es
efectivo. En particular, todo R—divisor de Cartier en X que es m—excepcional y m—numéricamente trivial
es cero.

Corolario 3.5. Sea m : X — Y wun morfismo birracional entre variedades proyectivas mormales, si
D =3"b;E; es suma de divisores m-excepcionales y D es m-nef, entonces —D es efectivo (i.e., bj <0).

Demostracion. Sea —B = D divisor m—nef. Como 7.B = m.(—D) = 0 pues D es suma de divisores
excepcionales, tenemos que B = —D es efectivo gracias al lema de negatividad. O

La resolucion minimal de pares en superficies es un caso particular del blow-up terminal introducido
por Kawamata en [Kaw92) theorem 5].

Proposicion 3.6 (Kawamata). Sea (X, A) un par klt de dimension < 3. Entonces, eziste un par (Y, Ay)
y un morfismo birracional o :' Y — X tal que:

(1) Y es Q—factorial y Ay es un divisor efectivo en'Y.
(2) Ky + Ay = U*(KX —I-A) y 0. Ay = A.
(3) (Y,Ay) es terminal. En particular, (Y,0) es terminal.

Diremos que o : (Y,Ay) — (X,A) es un blow-up terminal del par (X, A). Dos blow-ups terminales
son isomorfos en codimension 1.

Demostracion. Sea f : Vj — X una log-resolucion de (X, A). Dado que (X, A) es un par klt, tenemos
que
Ky, = [*(Kx +A) + ) _a;F
J

donde a; = a(Fj,A) > —1 para todo j. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los Fj tales que
a; < 0 son disjuntos. Sea Ay = Zaj <o laj|Fj y observemos que f,Ag = A (pues si I no es excepcional
entonces a(F,A) = —multy, » A <0). Notemos ademés que el par (Vj, Ag) es terminal.

Al aplicar el Minimal Model Program relativo a X al par (Vj, Ag) obtenemos una secuencia finita

(Vo, Ao) = (Vi, A1) == oo == (Vin, A,

donde cada par (V;, A;) es Q—factorial terminal y cada V; esta dotado de f; : V; — X morfismo birracional.
Observemos que si ¢ : V; — V11 es una contraccion divisorial (Ky, + A;)—negativa y E es un divisor
excepcional de @, entonces a(E,A) > 0y por ende F no esta contenido en el soporte de A;. Finalmente,
tenemos que Ky, + Ay, es f,—nef y luego Ky, + A, = f} (Kx + A) gracias al lema de negatividad.
En efecto, si escribimos Ky, + A, = f5 (Kx + A) 4+ > b;E; con E; divisor f,,—excepcional y b; > 0
(por la eleccion de Ag), entonces D = > b;E; es fp,—nef y luego el Corolario implica que b; < 0y
por ende Ky, + A, = fi (Kx + A). Tomar (Y,Ay) = Vi, Ap) vy 0 = fn. O

Corolario 3.7. Sea (X, A) un par kit de dimension 2. Entonces existe un inico par (Xmm, Amm) donde
X es una superficie lisa, Amm es un R—divisor efectivo y tal que existe un morfismo birracional
7 Xmm — X de tal suerte que
Kx +Am1'n:7r*(Kx+A).
2El Corolario se puede demostrar facilmente en el caso de superficies: si escribimos D = A — B donde A y B son

divisores efectivos sin componentes en comtin, entonces como D es m-nef tenemos que D - A = A2 — AB > 0. Por otra
parte, A2 <0y A-B >0, por lo que A2 — A- B < 0. Esto implica que A = 0 y luego —D = B es efectivo.

min




Observacion 3.8. Recordemos que un divisor de Cartier D en una variedad proyectiva normal X es nef
si D-C > 0 para toda curva irreducible C C X. Si f : Y — X es un morfismo propio (e.g. Y proyectiva)
entonces la féormula de proyeccion

f*D-C=D-f.C

implica que f*D es un divisor nef en Y. Méas ain, la formula de Riemann-Roch (asinto6tica) implica que
si D es un divisor nef, entonces D es un divisor big si y sélo si DU X > 0. Ademas, si f:Y — X es un
morfismo birracional (en particular, dim X = dimY = n) entonces la férmula de proyeccion

(f° D) = D"

implica que f*D es un divisor big y nef si y so6lo si D es big y nef.

Una consecuencia inmediata del Corolario y la Observaciéon es que si (X,A) es una superficie
weak log Del Pezzo e-lc y 7 : (Xmm, Amm) — (X, A) su resolucién minimal, entonces el hecho que
Kx . +Apnm =7"(Kx + A) implica que (Xmm, Amm) es una superficie weak log Del Pezzo, donde los
coeficientes de Ap,q, pertenecen al intervalo [0,1 — ¢] y ademas

vol(—(Kxp + Ami)) = (Kx, + Amin)? = (Kx + A)? = vol(—(Kx + A)).

Conclusiéon: Reemplazando (X, A) por (Xmm, Amin), podemos suponer que X es lisa, los coeficientes
de A pertenecen al intervalo [0,1 — ] y —(Kx + A) es big y nef.

3.2. Superficies de Hirzebruch y conos proyectivos

En esta seccion recordamos algunas propiedades de las superficies de Hirzebruch y los conos proyectivos
de curvas racionales normales (c.f. [Bea96, Chapter I11]).

Sea n € N. Tal como mencionamos anteriormente en la demostracion de la Proposicion [I.2] la superficie
de Hirzebruch F,, = P(Op1 @ Op1(n)) posee una curva irreducible S,, C F,, tal que S, 2 P! y §2 = —n,
la cual es tinica si n > 0. Recordemos que el grupo de Picard de F,, es de la forma

Pic(F,) = Zh ® Zf,

donde f es la clase de una fibra F = P! de la proyeccién F,, — P! v h es la clase de un divisor
representando al fibrado en recta tautologico Op, (1). Mas atin, calculamos f2 =0, f-h=1, h2=ny
S, = h — nf. Generalmente denotaremos por F), a la fibra de la proyecciéon F,, — P! que pasa por un
punto dado p € F,,.

El siguient lema permite modificar el centro del blow-up de superficies de Hirzebruch.

Lema 3.9. El blow-up de F,, en un punto de S, es isomorfo al blow-up de F,, 11 en un punto que no
pertenece a Spy1.

Demostracion. Sea X el blow-up de F,, en p € S,,. La transformada estricta de la fibra F}, que pasa por
p € F,, es una curva (—1) y la transformada estricta de S,, es una curva irreducible de autointerseccion
—(n + 1), dichas curvas son disjuntas en X. Al contraer la transformada estricta de F, en X obtenemos
una superficie isomorfa a F,, 1. Observamos que la imagen de la transformada estricta de S, coincide
con Sp41, la cual es por ende disjunta del centro del blow-up. O

Sea n > 2. Recordemos que el cono proyectivo PC,, € P"*! sobre una curva racional normal de grado n
es el cono proyectivo sobre la curva de grado n en P™ dada por la imagen de la aplicacion de Veronese
de grado n
Uy i Pt — P
[x? y] }_> [xn7 xnily’ A 7xyn717 yn]
Sea O € PC,, el unico punto singular de PC,,, i.e., el vértice del cono proyectivo. Al hacer el blow-up de
PC,, en O obtenemos un morfismo birracional (resoluciéon de singularidades) ¢ : F,, — PC,, tal que

2
Kg, + (1 - n) Sn = ¢"Kpc, -



Asi, la resolucién minimal del par (PC,,0) es (F,,(1— 2)S,). Verificamos ademas que PC, es Q-

factorial, de nimero de Picard 1, y que —Kpg, es (muy) amplio.

Terminemos esta seccion probando el siguiente resultado que caracteriza pares cuya resoluciéon minimal
es como en el caso anterior.

Proposicion 3.10. Sea (X, A) una superficie weak log Del Pezzo e-lc.

(1) Si la resolucion minimal de (X, A) es (Fy, (1 —2)5,) conn > 2, entonces
(X,A) = (F,, (1 - 2> Sp) o0 bien (X,A) = (PC,,0).
n

(2) Si la resolucion minimal de (X,A) es (P2,0) entonces

(X,A) = (P%)0).

Para probar la Proposicion anterior necesitaremos dos resultados generales. El primero es la version
logaritmica del teorema sin puntos de base (base point free theorem)ﬂ

Teorema 3.11. Sea (X, A) un par kit Q—factorial proyectivo, donde A es un R—divisor. Sea D un R-
divisor de Cartier nef tal que aD—(Kx +A) es big y nef para cierto a € R>°. Entonces D es semi-amplio,
es decir, |/mD| no posee puntos de base para m > 0 suficientemente divisible.

El segundo resultado relaciona modelos semi-amplios y modelos amplios, introducidos en [BCHM10] por
Birkar, Cascini, Hacon y McKernan El

Definicion 3.12. Sea X una variedad proyectiva normal y D un R-divisor de Cartier en X. Sea f :
X --» Y una contraccién birracional a una variedad proyectiva normal tal que Dy = f. D es un R—divisor
de Cartier.

(1) Diremos que f es D—no-negativa si existe una resolucién comun de singularidades p: W — X y
q: W =Y tal que
p’D=q Dy +E,
donde F es un divisor efectivo g—excepcional.

(2) Diremos que f es un modelo semi-amplio de D si f es D-no-negativay Dy = f.D es semi-amplio
enY.

(3) Diremos que f es un modelo amplio de D si f es un modelo semi-amplio de D y Dy = f.D es
amplio en Y.

Teorema 3.13 (Birkar, Cascini, Hacon, McKernan). Sea X una variedad proyectiva normal y D un
R-divisor de Cartier en X.

(1) Si fi : X --» X5 y f1: X --» X5 son dos modelos amplios de D, entonces existe un isomorfismo
w: X1 — Xo tal que fo = po fi.

(2) Si f:X --»Y es un modelo semi-amplio de D, entonces existe un modelo amplio g : X --+ Z de
D tal que g =ho f, donde h: Y — Z es una contraccion.

Ambos resultados permiten probar la Proposicion [3.10)

Demostracion de la Proposicion[3.10 El Teorema implica directamente que —(Kx + A) es semi-
amplio (basta considerar D = —(Kx + A) y a = 1). Consdiremos ahora 7 : (F,,, (1 — 2) S,,) — (X, A)
resolucion minimal. Dado que —(Kx + A) es semi-amplio y —(KF, + (1 — %) Sp) = 7 (—(Kx + A)),
tenemos que 7 es un modelo semi-amplio de — (K, + (1 — 2) 5,). Sea ¢ : (F,,, (1 - 2) 5,) — (PC,,0)
resolucion minimal. Dado que —Kpc, es amplio, tenemos que ¢ es el modelo amplio de —(Kp, +
(1 - %) Sp). Luego, el Teorema implica que existe un morfismo birracional p : X — PC,, tal que
¢ = pom. Finalmente, dado que ¢ sélo contrae una curva, tenemos que necesariamente p 6 7 es un
isomorfismo.

El caso en que (Xmn, Amm) = (P?,0) es similar (pero mas simple). O

3Ver [KM98| Theorem 3.3] (c.f. [AMQ7, Theorem 5.2.1]).
4Ver [BCHM10), Definition 3.6.5, Lemma 3.6.6].




3.3. Acotamiento del volumen

El objetivo de esta secciéon es demostrar el Teorema [3.3] sobre el acotamiento efectivo del volumen.
Comencemos por probar un resultado premilimar (ver [AM04, Lemma 1.2, Lemma 1.4]).

Lema 3.14 (Alexeev, Mori). Sea X una superficie lisa, A un divisor en X con coeficientes en el
intervalor [0,1 — ¢], donde 0 < ¢ < 1. Si —(Kx + A) es big y nef, entonces X es una superficie
racional. Mds aiin, X = P? o bien existe un morfismo birracional g : X — F,, donde n < 2/e.

Demostracion. El Teorema implica que —(Kx + A) es semi-amplio. En particular, si consideramos
m > 0 entonces existe un divisor efectivo D’ € | — m(Kx + A)] tal que si definimos D = L D’ entonces
Kx+A+D~g0y A+ D es un divisor con coeficientes en el intervalo [0,1 — ¢].

Consideremos el par (X, B) donde B = A+ D = ) b;B;. Por construccion, Kx ~r —B # 0 (por lo
que k(X) = —o0). Si asumimos que X % P2, podemos correr el Kx—MMP hasta obtener un morfismo
birracional g : X — X’ donde X’ es un P'-fibrado sobre una curva lisa C. Denotemos por Bj (resp. B')
la imagen de B; (resp. B) en X'. Notar que Kx/ + B’ = g.(Kx + B) = 0.

Si existe una curva E C X’ tal que E? < 0, entonces (1 —e)E? < 0= (Kx/ + B') - E y luego
—2< 2, (E)—2=(Kx'+E)-E=¢E?+ (Kx'+(1—-¢)E) - E<eE*+ (Kx, +B')-E=¢E*<0

por lo que E = P'. Dado que X’ — C es relativamente minimal, E domina a C y luego C = P!. Por
otra parte, si g(C') > 0y E? > 0 para toda curva E C X', entonceﬂ

0>8-8¢(C)=K% =B?*>0.

Se obtiene por lo tanto que B;? = B’ - Bj, =0y por ende D'"? = 0, donde D’ es la imagen de D en X'.
Sin embargo, D es imagen por un morfismo birracional de un divisor big y nef, por lo que es big y nef.
En particular, D'? > 0 lo cual es una contradiccion.

Finalmente, C = P! y luego X’ = F,, para cierto n # 1. Dado que
=2 =2p,(Sn) =2 = (Kx' +Sn) Sy = €ST2L+ (Kx/+(1=€)Sn)- Sy < 5SZ+(KX’ +B')-S, = ESrQL = —€n
tenemos que n < 2/e. O

Demostracion del Teorema[3.3. Reemplazando (X, A) por (Xmm, Amin), podemos suponer que X es lisa,
los coeficientes de A pertenecen al intervalo [0,1 —e] y —(Kx + A) es big y nef. Gracias al Lema
sabemos que X es una superficie racional y luego podemos separar la prueba en 3 casos.

Caso 1: X = P2,

En este caso —Kx es un divisor amplio y —Kx > —(Kx + A). Por ende (Kx + A)? < K% = 9. Mas
atin, la igualdad ocurre si y solo si (X, A) =2 (P2,0).

Caso 2: X @ F,, conn < |2/e].

En este caso escribimos A = aS,, + > d;A;, donde A; C F,, es una curva irreducible diferente de S,,.
Es facil veriﬁcalﬁ que el cono efectivo de F,, estd dado por {a[S,] + Bf, o, € RZ} y que cada A; se
escribe de la forma A; = a;h + 8, f, con a;, 5; > 0. Dado que Kx + A = Kx +aS,, +_ d;A; es anti-nef,
tenemos qu{]

02(KX—I—A)-Snzn—Q—na—i—Zdiﬁi2n—2—na; (1)

5Recordemos que si X/ = P (E) B C es una superficie geométricamente reglada, entonces N'(X’) = Zh @ Zf,
donde h es la clase de Op(g)(1) y f la clase de una fibra de p. Ademas, f2=0,h-f=1, 1 =deg(F) y [Kx/] =
—2h + (deg(E) + 29(C) — 2) f. En particular, Kg(, =8 —8¢(C).

6Claramente cada divisor de la forma a[Sy]+ Bf representa un divisor efectivo. Por otra parte, sea D un divisor efectivo
y escribamos D = A[Sp] + > D;, donde A > 0y D; # Sy, curva irreducible. Como [S,] = h —nf y todo divisor se expresa
en términos de h y f, escribimos [D;] = «;[Sn] + B; f. Finalmente, D; - f = a; >0y D; - Sp = a;S2 + i = —ayn+B; > 0,
de donde «;,8; > 0. Mas aun, el calculo anterior y la relaciéon [Sp] = h — nf implica que si D divisor efectivo con
Sn & Supp(D), entonces [D] = a[Sn| + f = ah +~vf, donde y = — an > 0.

7Si X = F,, entonces Kx = —2h+ (n —2)f por loque Kx - Sp = (—2h+ (n—2)f)- (h—nf)=n—-2y Kx - f = —2.



0> (Ex+A)-f=-2+a+) dia; > —2+a. (2)
Por otro lado, Kx + A= (—2+a+ > dia;)h+(n—2—na+ > d;B;)f y luego

(Kx + A2 =((-2+a+ Y dio)h+(n—2—na+Y_ diBi)f)?

=n(-2+a+ Y dici)’ +2(-2+a+ Y dioi)(n—2—na+ > _ dif;)
<n(—24+a)* +2(—24a)(n —2 —na) =8+ (2n — 4)a — na®

gracias a las desigualdades (1) y (2). Notar que la igualdad ocurre si y solo si Y d;a; = > d;5; =0, lo
cual equivale a > d;A; =0, i.e., A = aS,.
Para n > 1, definimos ¢(a) = 8+ (2n —4)a—na? = —(a —2)(na+4) funcién cuadratica en a, con vértice

ena*=1-— % y valor maximo p(a*) =n+4+ %. Observamos que a* < 0 si n = 1. Luego, tenemos que

8 sin=0,1
2 < )
(Kx +4) {n+4—|—i sin>2
con igualdad si y s6losin=0,1ya=0o0 blen n > 2y a=1-— 2. Finalmente, analizando la funcién

f(z) =244+ %, notamos que |2/c] + 4+ Lz/sj >8yquesi2< n < |2/e] entonces se tiene

4
n+4+— < |2/e]l +4+
P/J
En conclusion (Kx + A)? < [2/e] +4 + ﬁ, y la igualdad ocurre si y s6losin =0,1y |2/e] =20
bien n > 2y |2/¢]| = n, es decir, la igualdad ocurre si y solo si:

(1) (X,A)= (P! xP',0) y 2 <e<1;o0 bien
(2) (X,A) = (F1,0)y 2 <e<1;o0 bien

(3) (X,A) = (F,,(1-2)8,)y -2 g <e< 2 donde n > 2.

Cabe destacar que en los casos (1) y (2) el volumen vol(—(Kx + A)) = 8 < 9, y que en el caso (3)
vol(—(Kx + A)) > 9siysolosi [2/e] >4 0<e <4,y que vol(—(Kx + A)) < 9siy solo si
[2/e] <4 2<5e2<e<]

Caso 3: Existe un morfismo birracional no-trivial g : X — F,,, con n < [2/¢].

Gracias a la prueba del Lema [3.14] sabemos que g : X — F,, se descompone como blow-downs de
curvas (—1). Dado que el push-forward de una curva nef es nuevamente nef, tenemos que g,(Kx +A) =
Kr, + g+A es anti-nef. Luego, el Caso 2 implica que

(K, +Q*A) |12/e| +44+ —— \_2/ J

Si escribimos Kx + A = g*(Kp, + g+A) + E con E es un divisor g—excepcional, entonces el lema de
negatividad (ver Corolario asegura que FE es efectivo. Luego,

(Kx +A)? = (9" (Kr, + g«A) + E)?

= (KF, + g« ) + E?
< (K, + g:A)?
<|2/e|+4+ ——

LWJ
Donde la primera desigualdad se obtiene gracias a que E? < 0, y donde la igualdad ocurre si y solo si
E? =0. Asi,

(Kx-‘rA) L2/EJ+4+L2/J



y la igualdad ocurre si y solo si g : (X, A) = (F,,g+A) es un morfismo birracional crepante no-trivial,
donde el par (F,,g+A) es como en el Caso 2. Sin embargo, verificamos que un blow-up crepante de
(F,, g+A) produce un divisor A no efectivo. En otras palabras, en el Caso 3 se tiene que

(Kx +A)? < [2/€J+4+L2/J

Finalmente, todo el anéalisis anterior prueba que

(K Xmin + Arnln) < méX{ LQ/EJ + 4+

[2/e J}

Ademas, la igualdad ocurre si y s6lo si la resolucion minimal del par (esta vez singular) (X, A) es isomorfo
a (P2,0) o (Fy, (1 — 2)5,) donde n > 2, en cuyo caso la Proposicién permite determinar todos los
pares (X, A) de superficies weak log Del Pezzo e-lc para las cuales se obtiene la igualdad. O

3.4. Acotamiento del volumen cuando p(Xym) > 3

A partir de la demostracion del Caso 3 del Teorema observamos que a medida que p(Xp,im) aumenta
la cota para el volumen vol(—(Kx + A)) disminuye. M4s precisamente, si p(Xmnm) > 3 entonces

(Kx +A)? < L2/8J+4+L2/J

Es natural por ende buscar mejores cotas en funcion de p(Xmm). Por ejemplo, si p(Xmm) > 3 entonces
podemos asumir que p(Xmm) = 3 y por ende que Xp,i, esta dada por el blow-up en un punto de F,, con
n < |2/¢] , y analizar de manera similar que en el Caso 2 del Teorema De este modo se obtiene en
[Jial3, Theorem 1.3] el siguiente resultado.

Teorema 3.15 (Jiang). Sea (X, A) una superficie weak log Del Pezzo e-lc tal que p(Xmm) > 3. Entonces

(Kx +A)? < |2/e] +3+ —— L2/J

Mds atn, esta cota es optima.

Observacion 3.16. La optimalidad en el Teorema se debe a que si consideramos X como el blow-up
de TF,, en un punto p ¢ S,, con n = |2/¢], y denotamos por S/, la transformada estricta de S, en X,

entonces )
(ot (1-281)) =L2/el 43+ 5

De manera similar, Jiang obtiene en [Jial3] Theorem 1.4] una cota en el caso que p(Xpmm) > 4 la cual
muestra ser optimal al considerar el blow-up de F,, en dos puntos p1,ps ¢ S,, de tal suerte que las fibras
correspondientes p1 € F), y p2 € Fj, son distintas.
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