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2
Sea ta un cuerpo arbitrario . la

=

sea Atta :
= { lx , y) : ×

, y en la } el plano afín .

91 .
Curvas afines .

Dado flx , y) e KK , y] no constante ,
el conjunto

C. = { lx , y) e Az : flx , y ) = o }
será para nosotros una convalidar ogín .
(Esencialmente le llamamos curva porque depende de un
posoínetro en K : Si fijamos una coordenada, la otra
queda determinada salvo juntos opciones . )

El quando de C es el grado de flx, y) .

Ejr Si k es finito ( e.g. Fp : = Gp2 con p primo ) ,entonces C es ejmito .
Jnelusosi k es injusto

(e.g .

K = IQ o IR) la curva C puede ser un



ver ¥MtI o vacío (eg . xztyzt 1=0 ) .
ejercicio Pero si bebí (se puede mostrar que) C es un conj . injusto"

de puntos de Air .

Ej .- El gráfico de la función sentir noes curva plana.eu#¡
ven más en la guía

Ejr Una recta es { axtbytc = O } para oybek no ambos cero.
Su curva es literalmente una copia de K despejando
una variable .

si te = IR
,
entonces es r -

R? ftp.
←

Si la = ¢
,
entonces es

.

FÉ E IR
"
= EIIA}



Ejlr Incluso cuando hablemos sobre la = CI , se dibujará
su

« parte real
»
o alguna Gigena que represento

algún « reto geométrico en general .

{ it ya = 1 } a IÁ¢ { ya . El#A } C Ata
#O

¥
.

ix. →×

modo÷{ ya = Es } a Htc (⇐e)

c..

"t¥!
• ¥ .

*ácúspide -

-



92 . Singularidades
. Digamos que beta .

Dada una curva plana C = { fcxiy) = o }
,
un punto

pe C es singular si fxlp) = 0 y fylp) = 0 .

Ejlr flx , y) = y
?
- R ⇒ fy = 2y f, = -3×2

⇒ Cqo) es su único punto singular .

f¥¥ Ejjr qcxiy) = x.y ⇒ Sr ⇒ tr = Y ⇒ .io#s-nguea
Def : Un conduit.decooudenodos-to.AE- Er es

TCX
, y) = (axtbyte , Cxtdyt f) con a.b, c, d , e, feta

y ad - bc ¥0 .



•

Notar que la Imagen de una curva plana bajo un
cambio de coordenadas es otra curva plana,esencialmenteequivalente a la primera .

flx ir = ¥ t ⇒ mio
,of
t

Def : Sea C = { fcxiy) = o } curva plana y PEC .

Sea T : AZK→ Atr cambio de coordenadas tal que
TCP) = lo,e) .

La multiplicidades (mp) es el
menor grado entre los monomios. del polinomio que
define a Tlc) . Los rectos en p
es la pre

- imagen porT de la curva definida
por ese monorrima

de grado menor .polinomio hom .

Ejr { ④ = x
' } a lo ,e) =P
-

. sigo
Rectotangente

y = O

Ejl .- Korea) si PEC = { fcxiy) = 04 es punto nosiugulor ,



entonces
.

la recta tangente es { FENG-a) tfy G- b) =p
.

donde P = (a.b) .
YZXPEO

× -7=0 (y- XJÉAX)
Ej .- { f- xrlx#D } acoso) mia.ir

- X
?
= O

~ xty =D

y pena { yrzx
?

} / unasimg .

- i En:{X.FM?GsiyEov _ produjimos
93

.
Intersección

. Digamos bebí .

descuento

Teorema : sean f) fe KEX ,y] singulares comunes , noconstantes
. Entonces

# ( { fuiste } ntrfcx,» --03 ) es junto . €1



Demostración : ( advertencia : se usará algo de álgebra)
Considerar

.

qcxiis , ¢ tx ,y) C- K Es donde sugieren
siendo caprinos por el Lema de Gauss , pero
ahora KHTHJ es dominio Euclidiano y así ZAHID, BCXID
en KHER tales que

Akin fKM) t BE,y) fe ,D= 1 .

Multiplicar por los denominadores (en KEXJ) para asíobtener :
a µ ,y) t be,» . Ja , y) = CH e KEJ

donde a
,
b C- KEIYJ . Luego existen juntos x comunes

a flx ,y) = 0 y § Cx, y ) = O ó

Hacer lo mismo con y . va

de: Por supuesto alTener un factor común no constante
tenemos urjniutos puntos en común .



los :(Torno) El número de puntos singulares en una

corvejones junto .

n.li#YDadosC,dsineocto-oscomunes¿ cómo encontrar cnci ?
-

Ej .- Dos rectos
e

< • >
<

7

< 1 punto paralelos
2

11

nointersuton

Ejr Recta y cónica

•

•

•

PARALELAS ( tperomtooble ? ) 2 puntos



Ejr r

iii. tiza
L intersección ?!

sq : c n c
'
= ZILP

,
CRCD fiontntohádodes}

pe Cri

teorema : Existe un único nntnerodeinterseeaon-t.TT, crd)
el cual satisface exuómos (1) - (7) . En egeeto ,Tenemos

ILP
,
cn = dimp HEY

,§ )) .←
dime como la esp . vectorial

[El teorema y los 7 axiomas en Erulton] 3.3]



De hecho
, cnci = dünp KEM#¢) .

Ej .- C -- l y -- M } , D= 1 Feb
⇒ crd = Illo,» ,Cro ) = drinrkxi.is/y-iiy)
⇒ anda deiante.ES/xn--n

[mirar propiedades y otros cálculos enFulton] yenlaqúód

Algo que galla con intersecciones en Afa es el

kprerolelismo
"

útil
Y ftp.r

! ¡ → ! ¡ → z . •a Hae
stop !



94 Pta y curvas proyectivos .

El truco para recuperar los
"puntos perdidos

"

será

« agrandar
» « comportarían

" el plano agín Ata
con una rector en el infinito .

= Ha U recta enel £ .

{ /
axtbytczPlano proyectivo infinito-

" :*:{÷.
por÷ { Kris : Iieno }) [xrizixíríztsssi1-debido 4 x =#

, y⇒ y , z
e-TE

U
[ = { [x.YÉEIP : Flxieiz7- o } con FA, y,⇒ pol . homogéneo grado

curvaplana proyectiva Ferry,# = FAMA) DE



¿ cómo me misógino P? ?
. mis

⇐o E-Orueta enel
minuto

IÁX
,
• •

Ego, 1] YO [1,0, o]

Notar
que Uz

= { Ti ,y,ES con zto } = { lx ,y) con x, yek } = Atta .
Luego Para = Uz U te o} = IÁEU recta enel

inquieto

Y análogo con Ux es { xtds = Ata y Uy = de ytób = Afr
,

lo que muestra a P2 como la unión de 3 copias
de IAG .



Ej : visualizar la recta L -- { xtytz =D }

§
7=0

4--0

← • • ••
Etait

,
=

"pendiente de LÉ
10,1) [1,41]

lza-lxtytkoh-s.IN
Vista como recto en UZ - IÁ : { Xtyt 1--03=4

{ xtytlz -- of = Así Lylison
# 1 paralelos en Uz

E-1,10]
{ xtytzreof = oro PERO NI lo son

en P?

( Toreo : Dos rectos distintos enltseintnsectonen Apunto .
)



Ejj . Visualizar la cómica C = { E- ya = zz }
- -

-

-
a

<

/ Luego,-

→
⇐O

q
'

f .⇐°
• El, 1,0]

en Uz es hipérbola
y muy es hipérbola

•

Ehh# •

[µ,
»

Y"

[1,1, o]
MUX es circunferencia.

• 8

4
-
-

-

-

- [mono Real ! ]
Por ejemplo , toda recta { y -- 2x } intersectorial :

xrlt - I ) = En

⇒ te ]-1,11 nos da 2 puntos reales
7- ± 1 nos da 1 punto enel minuto (molt --2)
74 El , 1J nos da 2 puntos complejos



Ejr Visualizar la cúbica E- = } r
1

A

} ,

74×33

Pa Uz : 1 y:X
? } 4• EX

1

zíit Uy : { e-Es }µ
•

*
ANA

É Ux : lzy:B {↳
*

Luego intersecan con { x= oh •
a

•

1

" con { y = 03
ós

" Con { z = 03 •
3

Tarea : C = { Fakir,⇒ = 03
,
L metanogestor de C ⇒ ICAL f- d

- contando multiplicidades .

Tomeguín : verificar que toda intersección entre cómicos es posible .



teoremas : ( k =E)

Si C
y D son dos curvas proyectivos planos sin factores

comunes y
entonces

| C n D) = ZICP, cnD) = grado(C) . grado(D) .

PECMD

Demostración : Está desarrollada en Efulton] 95.3 .

Para terminar
,
miraremos una simple aplicación

la cual resulta en una configuración especialentre una cámara y 7 rectos . . .



teorema :

p,CooL , •

[ = Cónica irreducible m
,

Re
eo

Z
•

RRRRRR.ec
"
• [ ! ¡Seon 4=172 , p,

↳ • #
°

↳ = Papa , ↳ = Pzps , •• Mi Py0-_LslDLdBLzltDt7MMrMdD@Mr-_BP4MERPs.MEPare .

" = -lmihmmf)
Entonces 4AM

, ↳ AMA , ↳ AM, son coloniales .

Demostración : Definir la cúbica Ez = { ↳ La↳ t 7M,MZMZ = O } .

Elegir PEC tal que P#Pitti , luego elegir Z tal que PEE» .

Luego ICNE> 177 ⇒ (Beízout ) CIE, ya que Cureducible .

Luego E, = C. L donde grado del es 1 Cien una recta)
como LinMi # C pero c- Es ⇒ EL pie , son coloniales g.



Y Contini
.

del
P
'

del plano
de FerroÉa

{F-obtieneVÉTE.mg . z-1

1 3 C

f-
⇐ 04

,
aasmis .

§ = = O fx = 2X = O


