5. Valuaciones y configuraciones test

Durante toda esta seccion k sera un cuerpo algebraicamente cerrado de car(k) = 0.

Definicién 5.1. Sea K/k una extension de cuerpos finitamente generada, i.e., tal que su grado de trascendencia
tr.deg K/k < 400 es finito. Una valuacion (a valores reales) es una funcion v : K* — R tal que

1. v(fg) = v(f) +v(g) para todos f,g € K*, ie., v: K* — (R,+) es un morfismo de grupos.
2. v(f 4+ g) > min{v(f),v(g)} para todos f,g € K*.
3. v|px =0.

Ademas definimos v(0) = +00.

Contexto: Dada una variedad algebraica normal X sobre k, consideraremos K = K (X) el cuerpo de funciones
racionales de X, el cual es una extension finitamente generada de k con tr.deg K/k = dim(X). Denotaremos
por Valx el conjunto de todas las valuaciones de la extension K/k.

Observacién 5.2. Una valuacion v de K/k tiene una lista de invariantes asociados.
1. El anillo de valuacion 0, = {f € K, v(f) > 0}, anillo local con ideal mazimal m, := {f € K, v(f) > 0}.
2. FEl cuerpo residual k(v) := O, /m,.
3. El grado de trascendencia tr.deg(v) = tr. degy, k(v).
4. El grupo de valores T',, := v(K*) C R y su rango racional rat. rk(v) := dimg(I', ® Q).
Ejemplo 5.3.
1. Sea z € X un punto suave de una variedad de dimensiéon n. Definimos el orden de anulaciéon de una
funcién regular f € Ox , \ {0} en = como
ord,(f) := méx{d € N|f € m%}
Podemos extender esta funcion a una valuacion K* — R definiendo

ord,(f/g) := ords(f) — ords(g).

En este caso notamos que I', = Z y por tanto rat.rk(ord,) = 1.

2. Considerar X = A?c,y' Dado f = ZmbeN Capr®y® donde c,p € k, definimos la valuacion v de K(z,y)
mediante

v(f) = min{a + bv/2|cqp, # 0}
Los valores v(x) = 1,v(y) = v/2 son los pesos de la accion.

3. Valuaciones divisoriales. Un divisor E sobre X corresponde a un morfismo propio, birracional p : Y —
X con Y nomral y £ C Y divisor primo. En este caso, el anillo local Oy, g de E es un anillo de valuaciéon
discreta (DVR), cuya valuacion asociada es

ordg : K* = Z, [~ ordg(u*f)
, i.e., corresponde a calcular el orden del pullback de funciones regulares a lo largo de la subvariedad E.

Definicion 5.4 (centro de una valuaciéon). Si v € Valy es una valuacion, el centro de v es el punto £ € X tal
que v >0en Ox¢yv>0en mg. El centro de la valuacion v serd denotado cx (v).

Observacién 5.5. El hecho que cx(v) exista es equivalente a que X — Spec(k) sea propio, y de existir este
centro es unico si X es una variedad separada (cf. valuative criterions of properness and separatedness).

Ejemplo 5.6.



1. La valuacion ord, asociada al orden de anulacién en un punto suave x € X es divisorial. En efecto,
ord, = ordr donde F' corresponde al divisor excepcional del blowup de X en z. Podemos realizar es-
te célculo de manera local. Consideremos uy,...,u, € m; C Ox , coordenadas locales, y una funcién
[ = Daenn Cat® € Ox, donde u® = ui™ ---up. Por definicion, d := ord,(f) = min{|a|,co # 0}.

Consideramos el blowup € : X := Bl, X — X dado por:
X {(u,[y]) € X x P" Huyy; = ujy; Vi,j=1,...,n}

En el abierto y; # 0 tenemos coordenadas u; = u,y;, y el divisor excepcional viene dado por F' = {u; = 0}.
Calculamos que:

e f(x1,...,xp) :ugf
y u; 1 f, de modo que ordp(f) = d.

2. Si E C X es un divisor primo de X con punto genérico £ € X, la valuacién v = ordg es tal que v > 0 en
Ox.¢y v >0 en su ideal maximal.

3. Mas generalmente, si £ C Y £ X es un divisor sobre X entonces cx (v) = u(E).

El ejemplo de valuaciones divisoriales deja la pregunta de céomo se puede caracterizar el hecho de que una
valuacion sea divisorial. Un teorema de Zariski muestra que esto se puede hacer numéricamente en términos del
grado de trascendencia y el rango racional. La demostracion de este hecho se desprende de [KM98, Lema 2.45].

Teorema 5.7. Sea v valuacion de K. Entonces v es dwisorial si y solo si tr.deg(v) =n —1 y rat.rk(v) = 1.

Construccion 5.8. Sea v € Valy. Dado un fibrado en rectas L € Pic(X) podemos dar sentido a v(s) para
secciones s € H°(X, L). En una vecindad U del centro & = cx (v) podemos trivializar L, i.e., fijar un isomorfismo
L|y 2 Ux Al en el cual una seccién local s € H(U, L|i) viene representada por una funcién regular s : U — Al
De esta forma podemos definir v(s) evaluando dicha representacion local, lo cual estpa bien definido pues dos
trivializaciones de L difieren tinicamente por una unidad a € k>, y por tanto si ', s” son dos representaciones
locales de una seccion s tenemos que s’ = as” para cierto a € k*, y luego v(s') = v(as’) = v(s").

Ademés, v(s) > 0 siy solo si s(§) = 0.

De manera similar, podemos evaluar un divisor D en v considerando la valuacién de la ecuaciéon local de D en
torno a cx (v).

Dado que el cuerpo de funciones es un invariante birracional, toda configuracion test (Z",.¢) de un par polari-
zado (X, L) tiene cuerpo de funciones k(2") = K (X)(t) pues 2\ 20 = X x (A1\{0}). Asi, es natural estudiar
las valuaciones de K (X)(¢).

Teorema 5.9 (Desigualdad de Abhyankar generalizada). Sean k C K’ C K extensiones de cuerpo. Entonces
tr. deg(v) + rat - tk(v) < tr.deg (v') + rat. rk (v') + tr. deg K/ K’
donde v' = v|gs es la restriccion de la valuacion v a K'.

Proposicion 5.10. Sea v valuacion de K(X)(t). Si v es divisorial, su restriccion r(v) = v|gx) a K(X) es
divisorial o trivial.

Demostracion. La desigualdad de Abhyankar implica que
tr. deg(v) + rat. rk(v) < tr.degr(v) + rat.vkr(v) + 1 <n+1
Como v es divisorial, en particular tr.deg(v) + rat.rk(v) = n + 1, asi que
tr.degr(v) 4+ rat.tkr(v) =n
Es claro que rat.rkr(v) < rat.rkv = 1, de donde se concluye. O

Observaciéon 5.11. Hay una accion natural G, ~ K(X)(¢t) dada por
a-f= Za*’\f)\t’\

AEZ

donde f =" \cq /t* con fr € K(X).

Definicién 5.12. Una valuacion de K (X)(t) es G,-equivariante si v(f) = v(a- f) para cada f € K(X)(t),a €
G,,,. Denotamos por Val%; a1 el conjunto de valuaciones equivariantes de X x Al
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Ejemplo 5.13. Sea w una valuaciéon de K(X) y s € R2%. Podemos definir una valuacion wy de K(X)(t)
mediante

ws(f) == min{w(fy) + As}
donde f =3,z fat™.

1. Esta valuaciéon es G,,-equivariante, dado que
w(a_’\f)\) = w(a_’\) +w(fy) =w(fn) Vae Gy
2. Si w tiene centro en X entonces

cx(w) x 0 sis>0
CX x Al (ws):{ X( )

ex(w)x Al sis=0

Notemos que hay una biyeccién entre las valuaciones X y las valuaciones G,,-equivariantes de X x Al, dada
por explicitamente por

Valy xR «—  Val§r,
(w,s) +—  ws

(lg(x),v(t) = v

Sea ahora (27,.%) configuracion test normal de (X, L). Tenemos un mapeo birracional 2~ — X x Al con, y
definiendo % como la normalizacion del grafo de este mapeo tenemos un diagrama

y dada E C Zp componente irreducible de £y, esta induce una valuacion divisorial ordg del cuerpo K(X)(t),
cuya restriccion a K (X) serd denotada vy = r(ordg).

Proposicion 5.14. Para m > 0 suficientemente grande

Ff‘%fHO(X, mL) := ﬂ {s € H°(X,mL) | ve(s) + mordg(D) > ordg(t)}
ECZo

donde D denota el Q-divisor de % soportada en % tal que f*.£ = g*(L x A') + D.

Demostracion. Recordemos que la filtracion de H°(X, mL) definida anteriormente corresponde por definicién a
Fy oH(X,mL) ={s € H*(X,mL) |t *s € HY(Z ,m%)}

donde 5 € HY(2'\ 20, m.Z) denota la seccion G,,-invariante tal que su restriccion a t = 1 es 5; = s. Al mismo
tiempo, define una seccién racional de La:1 = L x Al, las cuales denotamos 5,,¢ y 5, L1 - Abhora, como X es
normal, 5t~ € HY(%Z', %) si y solo si ordg(3t~*) > 0 para todo £ componente irreducible de Zj. Calculamos
que

Sfeme) — Aordg(t)

= ordE(Eg*le(D)) — Aordg(t)

= ordg(8g+mz, ) + mordg(D) — Aordg(t)
+mordg(D) — Mordg(t)

ordg (5t,)) = ordg (Sme) — Aordg(t) = ordp(Sy-

= vp(s)
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