6. Criterios numeéricos para K-estabilidad

Sea (X, L) una variedad proyectiva normal polarizada de dim(X) =n, y (2°,%) = A' una configuracion test.

Recuerdo 6.1. Vimos que F' C %2y componente irreducible define una valuaciéon divisorial G,,-equivariante
ordg € Val%; a1 Yy definimos vp := ordp |k (x). Ademés, normalizando el grafo de la aplicacién racional natural
entre 2" y la configuracion test trivial obtenemos un diagrama

8 donde f*.Z ~ g*La: + D con Supp(D) C %.

. . - y :/\1 ﬁJO :)\2 ﬁ_]O
Ast, Fy o H)(X,mL) = Ngc 4, {s € B (X,mL), ordp(st—) = vp(s) + mordp(D) — Aordp(t) > 0}.
Definicién 6.2. Sea v = ordg : K(X)* — Z valuacion divisorial inducida por un divisor primo E C Y £ X.
Entonces, v filtra el algebra R := R(X, L) = D,.>0 H°(X,mL) al definir

F2HY(X,mL) := {s € HY(X,mL), v(s) > \}.

Atencién. La caracterizaciéon numérica de valuaciones divisoriales de Zariski no solo considera valuaciones

sobreyectivas. Mas precisamente, si v : K(X)* — Z divisorial y Im(v) = ¢Z con ¢ € NZ! entonces v = cordg.

Asi, en la definicién anterior, v(s) > A si y sélo si ordg(s) > [2].

Definicion 6.3 (K. Fujita). Decimos que v = cordg (o que el divisor E) es dreamy si F)y R(X, L) es finitamente

~

generada, i.e., el dlgebra de Rees Rees(FyR) = D, cn. rez HO(Y,mp*L — [2]E) es finitamente generada.

Ejemplo 6.4 (BCHM, 2010). SiY es log-Fano (i.e., existe Ay > 0 efectivo con coeficientes < 1 tal que (Y, Ay)
es kltE| y —(Ky + Ay) amplio), entonces todo divisor E C Y es dreamy (Y es un Mori Dream Space).

Teorema 6.5. Sea (X,L) con X Fano kit y L = —Kx. Entonces, hay una biyeccion entre:
1. Configuraciones test normales (2", £) de (X,L) con & = —K 4 /a1 y Zo reducida e irreducible.
2. v: K(X)* = Z valuacion divisorial dreamy.

Demostracion. (1) — (2) esta dado por 2o — v, « ord 2, |k (x)- Aqui, £ = —K g /a1 y la filtracion inducida
en R = R(X, L) esta dada por Fj- HO(X,mL) = {s € H*(X,mL), va,(s) + mord, (D) > Xord 4, (t)} con
ordg, (D) = —A, ordg, (1) = 1, ie, Fy o H'(X,mL) = F)JmAH(X,mL) y Rio z) = Rees(F3 4R) =
Rees(Fy o R) como k[t]-algebras. Como R 4 ) es finitamente generada, entonces v g;, es una valuacion dreamy.

(2) — (1) esta dada por v +— 2" := Proj a1 (Rees(Fy R)). Aqui, 2o esta dada por el Proj del algebra

1%

Rees(F3R) as @ F)H°(X,mL) & @

t - Rees(F2R) F)UHY(X,mL)

meN, \eZ ~ Y

Rees(Fy R) @y k[t]/(t) gry, HO(X,mL).

meN, A\€Z

Dado que si 3,t # 0 tienen grados A y u, respectivamente, entonces st es no-nulo de grado A+ p, deducimos que
Zo es irreducible y reducida. En particular, dado que X es normal, tenemos que 2 es irreducible y normal.
Por ultimo, la construccion anterior implica que (£, %) cumple que vg, = v. O

Atenciéon. En el contexto anterior:

def def

1. Como £ = —Kg /a1y Kar = 0 entonces D “ —g"(Lar) + [*L = g"(Kxxa1) — [f(Ka) £ Ko =
Koy 9 — Ko j(xxa). Luego, si 2y = f* 2o entonces se calcula que por definicion de (log-)discrepancia
def def

=0 =1

def —_—— def o —
—A = ordg, (D) = coeff 5= (Kg /o) — coeff 5= (Ko /(xxar)) = —(Axxar(Z0)—1) = 1-(cAx (E)+ord g, (1)),

y con ello A = cAx(FE) & Ax (v, ), donde vg;, = cordg valuacion divisorial en X inducida por Zj.

2. Li y Xu (2014) prueban que basta chequear K-estabilidad de variedades de Fano considerando configu-
raciones test especiales (27,.7), i.e., aquellas con £ = —K 4 /a1 y Z( una variedad de Fano klt.

5i.e., el par (Y, Ay) es dlt.
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Definicién 6.6 (Invariante 3). Sea X variedad de Fano klt y r € N=2! tal que —rKx es Cartier. Para
v:=cordg : K(X)* — Z valuacion divisorial, definimos el invariante 8(v) := Ax (v) — Sx(v), donde

) > sez Adimgry, H(X, —mrKx)
Sx(v) = limsup —
m—s+o0 mdim H° (X, —mrKx)

y donde Ax (v) = cAx(E), con Ax(E) la log-discrepancia del divisor E C Y £ X.

Proposicion 6.7. Sea v = cordp (i.e., v =vg, = ordy, |k (x)) valuacion dreamy y (27, %) la configuracion
test asociada, con Xy reducido e irreducible. Entonces, DF(Z",.%) = Ax(v) — Sx(v) = c(Ax (E) — Sx(E)).

Demostracion. Sea (2, Z) I P! la configuracion test proyectiva asociada. Al considerar L = —Kx y £ =
—K& /p1 la formula para el invariante de Donaldson-Futaki usando w,,/mN,, = Fy+ Fym~ 1 4.+ se reduce a
o 1 dof DO aer
DF(Z, ) 2F=—— (Ko, "N E_2E_FR.
( ) 1 (n+1)(—KX)"( 5&”/131) ao 0

Y el término Fy se calcula simplemente observando que si v = vg;, = cordg entonces

W EWEH(20, ~mK g jar] o) £ > Adimgry, , H(X,—-mKx) = > Adimgryt™ H(X, —-mKx)

AEZ \eZ
- ZO‘ —mA)dimgry H(X, -mKx) = —mAx(v) dimH° (X, —mKx) + Z Adim gr}, HO(X, —mKy)
AEZ — et
y luego —Fy = —limsup,,_,, o n}fﬁ:ﬂ = Ax(v) — Sx(v). < N -

Teorema 6.8. Si X variedad de Fano klt de dim(X) =n y E CY £ X es un divisor primo sobre X entonces

1 T
Sx(E) = m/ vol(—p*Kx — tE) dt donde 7 = sup{t € R=°, —u* Ky — tF divisor big}.
—Kx 0
Demostracion. Sea v = ordg y supongamos que —K x es Cartier (para evitar escribir —r K x en toda la prueba).
Si vy == dim F)) H*(X, =mKx ), obtenemos una suma telescopica que calcula 3, 5 Agry, H(X, —mKx)

+oo +oo +00
> AMva—vap1) = on =Y RO, —mp Kx — AE) = / KoY, —mp* Kx — [t]E) dt,
AeZ A=0 A=1 0

y asl Yoz Agry H(X,—-mKx) =m O+°° RO(Y, —mu*Kx — [mt]E) dt. Luego, Sx (E) esta dado por

Jim sup / O RO(Y, —mp* Kx — [mt]E)/(m" /n)) 4 — /+°° vol(—pr*Kx —tE) | o /T vol(—p Kx —tE)
0 hO(X, —mKx)/(m™/n!) 0 vol(—Kx) 0 (—Kx)"

por Teorema de Convergencia Dominada. O

m—+oo

Lo anterior se resume en el siguiente resultado fundamentaﬂ por Chi Li (2017) y Kento Fujita (2019).
Teorema 6.9 (Criterio valuativo de K-estabilidad). Sea X wuna variedad de Fano kit. Entonces, X es
K-estable (resp. K-semiestable) < Sx(FE) > 0 (resp > 0) para todo divisor (dreamy) E sobre X.

Ejemplo 6.10. Sea X := Bl,(P?) = P? con divisor excepcional E C X y sea L el pullback de una recta.
Entonces, Kx = ¢*Kp2 + E = —3L + E y luego calculamos Sx (F) mediante

1 “+o00 1 T 2
Sx(E) = 72/ vol(—~Kx — tE)dt = 7/ vol(3L — E — tE) dt = / O (1+8)%)dt = —.
(=Kx)* Jo 8 Jo 0 6
Dado que E y X son suaves, Ax(E) =1y asi Bx(F)=1-{ =—1% <0. Asi, X no es K-semiestable (y luego

tampoco K-poliestable) y por ende Bl,(P?) no posee métricas de Kéhler-Einstein.
Ejemplo 6.11 (K. Fujita, 2015). Sea X variedad de Fano klt K-semiestable y sea p € X punto suave. Sea
e:Y :=Bl,(X) — X con divisor excepcional E C Y, donde Ax(E) = (n—1)+1=ny donde se veriﬁcam que
voly (e*(—Kx) —tE) > (—Kx)" —t" y con ello x(E) = Ax(E) — Sx(E) =n — Sx(E) > 0 equivale a
1 > 1 At n

> — oly (6" (-Kx) —tE)dt > ——— —Kx)" —t")dt = V(—Kx)"
ne e | v K - s | (—Kx)" = ") de =~ R

y con ello tenemos que X verifica la desigualdad (—Kx)™ < (n+ 1)".

Observacion 6.12. La desigualdad (—Kx)™ < (n+ 1)" es verdad para toda variedad de Fano suave de
dim(X) =n <3, pero X = P(Opn-1 ® Opn-1(n)) no la verifica paran > 4 (y luego no es K-semiestable). Mds
atn, usando resultados de Yuchen Liu y Ziquan Zhuang (2018) se puede probar que en el caso K-semiestable la
igualdad (—Kx)™ = (n+ 1)" equivale a que X = P™.

6Nuestros calculos, junto con el Teorema de Li-Xu (2014), permiten probarlo para divisores dreamy. Por otra parte, Blum, Liu,
Xu y Zhou prueban en 2019 que si Sx (E) < 0 para un divisor arbitrario F, entonces dicha desigualdad vale para un divisor dreamy.
"Basta comparar dimensiones en la sucesiéon exacta 0 — HO(X, Ox (—mKx) - mrt) — HY(X,-mKx) — Ox Jmt — 0.
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