7. Invariantes ay ¢

En esta seccién se ilustraran dos técnicas diferentes para probar K-estabilidad, para las cuales se introduciran
los invariantes « y 9.

Construcciéon 7.1 (Fujita—Odaka 2016, Blum—Jonsson 2020). El criterio valuativo de K-estabilidad dice que
una variedad de Fano klt es K-estable (resp. K-semiestable) < §(X) > 1 (resp. > 1), donde:

0(X):= inf i;lx(g),
ECY X x(E)

i.e., el infimo es tomado sobre todos los divisores sobre X. El invariante § fue originalmente definido por
Fujita-Okada como cierto limite de log-canonical thresholds de divisores de tipo m-base y luego Blum-
Jonsson probaron que coincidia con la expresion anterior, y ademés verifica:

n+1
n

a(X) <46(X) < (n+ Da(X),
donde n = dim(X) y donde

a(X) = inf{lct(X,D), 0< D ~q —Kx}
es el invariante a de Tian, donde a su vez

lct(X, D) = sup{c € R=°, (X,eD) eslc }.

Teorema 7.2 (Tian, 1987). Sea X wvariedad Fano kit de dimension n = dim(X). Si

o(X) > (2) o

entonces X es K-(semi) estable.

Ejemplo 7.3. Utilizaremos el criterio de Tian para probar que una superficie de del Pezzo de grado 1 X es
K-estable. Recordemos que X = Bl,, . p, (P?) es el blow-up de P? en 8 puntos en posiciéon generaﬂ Denotando

.....

e : X — P2 el blow-up, el divisor canénico corresponde a:
8
~Kx =¢"(—Kp2) — Y E;
i=1
donde E; son los divisores excepcionales. Asi, el sistema lineal | — K x| corresponde al sistema lineal de (trans-
formadas estrictas) de cubicas pasando por py,...,ps.

Consideremos D ~q —Kx (i.e., existe m € N tal que mD ~ (—Kx) son linealmente equivalentes) y notemos
que entonces D es reducido (i.e., solo puede poseer multiplicidades 1). En efecto, si Supp(D) € | — Kx| se tiene
directamente pues D ~ Supp(D) (pensando Supp(D) como ciclo). Si Supp(D) ¢ | — Kx|, como —Kx es libre
de puntos de base, dado z € D existe C € | — Kx| con « € D. Luego

D-C=(-Kx)*=1

y por tanto D necesariamente es reducido. Este hecho implica que basta calcular el Ict cuando D es una curva.
La condicion de permanecer en p1, ..., ps implica que D es irreducible, y luego las posibilidades se reducen a:

def

D suave: lct(X, D) = sup{c € R=%, 1 —ordg(cD) > 0} = 1
D nodal: lct(X,D) =1
D cuspide: let(X, D) = g

El caso de la ciispide se obtiene haciendo una resolucién del par (A2, D) donde D = {y? — 2% = 0} C A2. Si
f: X — X es dicha resolucion (que corresponde a 3 blow-ups) entonces

f7(eD) = Kg,y = ¢D + (2c = 1)Ey + (3¢ — 2) B3 + (6¢ — 4)E;
y el lct se obtiene de la condicién 6¢ — 4 < 1. En cualquier caso, a(X) > 2/3 y por lo tanto X es K-estable.

Observaciéon 7.4. Cheltsov (2008) muestra que o(X) > 2/3 para toda superficie de del Pezzo de grado < 4.

Fugita (2019) muestra que a(X) = 1 tmplica K-estabilidad para variedades de Fano suaves.

8Esto significa que no hay 3 puntos colineales, no hay 6 puntos que pertenezcan a una coénica, y no hay una ctbica nodal o
cuspidal pasando por los 8 puntos de tal suerte que uno de ellos sea exactamente el punto singular.
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Usando el lenguaje de filtraciones, valuaciones, y cuerpos de Newton-Okounkov, Abban y Zhuang (2022) prueban
uno de los métodos més usados actualmente para estimar el invariante § via adjuncion. La primera observacion
es que el criterio valuativo permite extender la definicién de K-estabilidad a pares log Fano.

Definicién 7.5. Dado (X, D) par log Fano de dimension n = dim(X)y FE CY %, X divisor sobre X, definimos
Ax,p)(E)
) E)=——""——2
donde

1 oo
Sx,p)(E) = — / vol(u*(—=Kx — D) —tE) dt

(~Kx —=D)" Jo
Decimos que (X, D) es K-estable (resp. K-semiestable) si
§(X,D; V) = inf{dx,p)(E), E CY £ X divisor sobre X} > 1 (> 1).

Observacién 7.6. Si X es una variedad algebraica y L € Pic(X) amplio, Vo := {V;, = H*(X,mL)},n>0 es la
serie lineal asociada, y si E CY — X, se define la filtracion (FgVy): = {s € Vip,ordg(s) > mit} y

3 a;
vol(FuVin)i = lim SmUTEVn))
m——o00 m"/n!
Entonces N
S(Ve, E) := ol(V2) /0 vol(FEVin ) dt = S(x py(E),

considerando L = —Kx — D.

Construcciéon 7.7 (Abban-Zhuang, 2022). Sea (X, A) par klt con A > 0, y sea E C Y £ X un divisor sobre
X de tipo plt, i.e., —F es p-amplio y (Y, Ay + E) es un par pltﬂ donde Ay esté definido por la condicion

Ky + Ay = ,LL*(KX =+ A) + (A(X’A)(E) — 1)E

Si Apg es el diferente de Ay en F (es decir, Kg + Ap = (Ky + Ay + F)|g) entonces

Agx.ay(F
X AV = i AxaF)

. A(XA)(E) B }
verifica 6z(X,A;V,) > min{ ——=——2 infd (E,Ap; WZ,
F,2Cex(m) S(Ve, F) 2( ) { o 2/(E,Ap; W, ,)

S(Ve, E)

con Z' C Y recorriendo las subvariedades de Y tales que u(Z') = Z, y donde

A (F)
6 (B, Ap;WE) = mf  (Ban
2/ b ’ ) F, Z'Ccp(F) S(WP,.%F)

El término S(WZ,; F) se obtiene de manera analoga a S(Vs, E) pero considerando el refinamiento

0.0

WE = ImH(Y,—m(Kx + A) — jE) = H(E,—m(Kg + Ap) — jE|g)).

En la practica, este volumen puede calcularse o estimarse usando la nocion de restricted volume definida por
Lazarsfeld y sus colaboradores, que a su vez se demuestra que puede calcularse usando slices de cuerpos de
Newton-Okounkov. Esto ultimo, en el caso de superficies, se calcula usando la descomposicion de Zariski.

Observacion 7.8. Por definicion, 6(X, D;V,) = infzc x 07(X, D; V4). En particular, la condicion 6,(X, D; V,) >
1 para todo p € X implica que X es K-semiestable.

De ahora en adelante, X sera una superficie y £ C Y — X una curva suavﬂ X fija. En este caso Z’ (el cual
es una subvariedad en F) serd un punto Z' = p tal que p € cg(F), i.e., p = F. Necesitamos calcular

A(E,DE)(p) _ 1— Ordp(DE)
S(WE,;p) S(WEg;p)

6p(E,Dg,Wr,) =

donde hemos usado que E es suave. Sea T = sup{u € R2°, u*(—~Kx—D)—uFE es pseudoefectivo}, y consideremos
la descomposicion de Zariski
w(—Kx — D) —uE =P(u)+ N(u) .
N~

nef negativo

9Recordar que (X, A) es plt (resp. klt) si para Ax a(E) > 0 (resp. Ax a(E) >0y |A] <0) para todo divisor E sobre X.
10Es suficiente considerar curvas suaves debido a la hipotesis plt.
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Supondremos que Supp(E) € N(u) para todo u (sélo por simplicidad). En tal caso, tenemos una flag {p} C
E CY, cuyo cuerpo de Newton- Okounkov permite calcular el volumen del d1v1sorE

dlm 400 +t(u)
S(W,E,, L) / / vol(P(u)|g—vp)dvdu = ﬁ/ / méx{ord,(P(u)|g)—v,0} dvdu
VO X

Ejemplo 7.9. Usando el método de Abban-Zhuang probaremos que toda superficie cubica es K-semiestable.
Sea X superficie cubica, p € X y F € | — Kx| curva eliptica (suave) tal que p € E y tal que E|g = 3p. Aqui,
D =0y por suavidad Ax (F) = 1. Calculamos

1

+oo 1
! ) / vol(—KX—tE)dt:m/o (~Kx)*(1— t)2de = 5.

Sx(B) = e |,

Notar ahora que
—Kx —uE ~(1—u)(—Kx) esnef < (1 —u)(—Kx) es pseudoefectivo <— 0<u<1.

En este caso P(u) = (1 —u)(—Kx) y N(u) =0, y asi P(u)|g = 3(1 — u)p,ord,(P(u)|g) = 3(1 — u). Luego,

o [ mistoray i) —wopvau=2 [ [* a0 ) -y avdu =1

Calculamos que §,(E, Dp, WE, ) =1, y luego

SWE;p) =

vol

Ax(E)

. > 7.
9p(X; Vo) > min Sx(B)

O0p(E, Ap ;W) p =min{3,1} = 1.

El calculo anterior concluye que X es K-semiestable.

Observaciéon 7.10. De hecho, Abban-Zhuang verifican que 6(X) > 3/2, y toda superficie cibica es K-estable.

11Ver Corolario 1.109 en The Calabi Problem for Fano Threefolds, Cheltsov et al.,2023.
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