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Separable, propio,
proyectivo, váuedad
de nuevos •• •



§4 . Morfismos separables y propios .

Tener en mente : separable ← Hausdorgg
Propio ← pre

-uñagen de compacto
es compacto

si ✗→ Speck) esquema sobre ¢ deTipo junto
⇒ se induce topología y con eso obtenemos Aousologg
y compacto . [minenGA@JF.A.C.D "

Tohoku
Serie ← jueces

y
whom .

Gw⑦
.

÷ .

DQ ✗↳ Y morfismo de esquemas . El nroyesino
diagonal A : ✗→ ✗✗YX es el Imagino
Inducido por la

identidad :

EEI "×
✗⇒*

+
¥ .

f es separable sohe Y si A es uimasiouceuada .

§ es separable siloes sobre Spee(Z) .

Ejl .- te = cuerpo , ✗ =-
: recta egín con 2

orígenes ⇒ X NI es separable sobre K .

Si X = -*¥ : ,
entonces



✗¥ es

IÁ
.

Ai Ai Ai

/
•Í

# /
•Í

#
, ¡Í# /Í *.

Lo cual dobla ejes y tenemos 4 orígenes .

* mira
×

"

↳Speebt
entonces los orígenes que toma A son 0, y03 y

y la diagonal fuera de eso .
Pero su clausura agregó Oayoy ⇒ No cerrado

.

[Shag? p.46] : ✗ = UUL afines y
(1) Usar Up ogín Yxp
(2) 0×142Mrs) generado por secciones

de Ux y Up FX
,

⇒ ✗ → SpeeB separable sobre SpeeB , cualquier B .

Prog : ✗ Y nrogismo entre esquemas agrios
⇒ f es separable .

idea : "
A Alasooi) = acá

y extender
A Alf

lo cual es sobre •

☒
B
→

[A
# B cualquiera
⇒ Atrae aB SpeelAtarteSpa)



los ; ✗↳ Y separable ⇒ Imagen de A es cenado
en ✗ ✗

y
X

.

doy : ⇒)✓ ⇐) Necesitamos A :X → ✗✗yx inmersión
cerrada

.

(1) ✗ ✗

y
✗ Es X con P, o A = 11

×
⇒ A es un

homeomorgsino sobre A (X) , ie A es biyécuús
en su imagen y piku) n AH = DLU)
abierto para UC ✗ abierto

.

(2) O✗¥
→ A
*Q sobre

.

P c-X
,
Uagínzptol que

fui EV egín en Y ⇒ U ✗µ es abierto aquí
de Xp) y por prop . es unmeinon cerrada •

obra : se puede demostrar quetodosubesguema
cerrado de un SpeeA es cagón , de hecho
tiene de un orc A ideal •[3.11 eeercise] .

Tee : ✗ → Spab separable ⇒ UAV es agín si U,vagón .

idem : UN = D-
'

LU ✗☐
V7

UN
Jin

¡ y Como ALX) cerrado

⇒ UAV es un cerrado en un agín
① y

así oeón •



Luego viene el criterio de seporobilidod que mañ
menos dice que dada

a- soedk)→ ✗
a- → ✗ s?É^%ImmawT

F- speeltrj ¥ armasuave _

1anillo
a-

Fuiste a lo más unamanera
voe

.

existe de completar .
moi
y

[Tmn 4.3 Hartshorne]

DJ .
- ✗ EsY se dice mogrsino propio si es
separable , de tipo junto y universalmentecerrado

.

f- un morfismo es cerrado si envió cenador encerrados .
Universalmente cerradosi lo es para cualquier ]( cambio de base

.

Ejnr k cuerpo, ✗= IÁk→ Speck . Luego separable
y tipo junto , peronoes propio :

{4--1} CAERÁN → Ata
- ¿←

cenado

1 1

* {o } C Ha- spek
Les cerrado

luego viene un criterio para manejarnos propios que
dice : Satipo junto y e- → ✗

curvasuave

÷
⇐ propio
(Tun4.7)



Coz : Tomartodo esquema Noetheriano . Luego :

SEPARABLE PROPIO

a. inmersiones abiertas y cerradas cerrados
b. composición composición
c. estable bajo cambio de base también
d. ✗±> Y ✗ ¥ Y' sepls

⇒ ✗ ✗×
' ÉI yxyl sepjg

tambien

e. ✗
£
>Y→ Z ⇒ q sepa . ✗£ Y IZ ⇒ f propio
÷ →

f. ✗ → Y Aep. (propio)⇐ 7- Una agin y f-
'

(4)→4

sep . (propio)

Lo último será definir morfismos proyectivos e
informar sobre variedades abstractas . . .

obj : Ya deprimimos PI := Prog (A-Ko , . ..in]) . Notar
que como A→ B ⇒ AH

,
. . .

, Xn]⑦AB IBA, , .
.

, Xn]

⇒ IP
,} ± PI × Spect B) .

Spada)

'④ .
- Y = esquema .

Se define eln-espocioproyeetioosolneYcomo.BY: = PI ✗spazj .

Un morfismo f : ✗→Y es proyectivo si goatoiya
como :



inrn .

✗ manada P? En

+

try (proyección )
•

Un morfismo es auesirpnoyectioo si
factorizar como •

umm

✗ dieta ×'I Y
f-

•

Ejlí S émllo graduado con So = A el cual

es g. g . como
A- álgebra por Sr .

⇒ Proy (S)→ SpectA) es proyectivo .

Por hipótesis 7 5 = Ako ,.in]→ S entre
anillos graduados ]µ

ñmn .

⇒ Prof(S) añade Proj (5) = PI
→ ←

speedA)

Teorema : Un morfismo proyectivoentre esquemas
Noetheriano es Pnípio .

Un morfismo
cuasi-proyectivo entre esquemas Noetheriano
Es sepieueble ydetipo quinto .

der : Aplicar propiedades para reducir a :

PI → Speetk) es propio
• separable ytyio junto . }

ver Hartshorne •



ole : X
,
Y variedades proyectivos sobre K y ✗Es Ymorfismo⇒ 8 es proyectivo (y así propia por la

anterior ⇒ cerrada )
.

imn
-

✗ v9 ✗✗Y i=Kif y Xxit↳PIXYHPZxqspakjpa.fi
| *µ r:#y ]

ole : Una von . proy . /y es una von . propia / b. .
Propia1k se llama completa en general .

Pwp-4.IO : K--5
.
La imagen de

t : Von (k) → Schlk)

es exactamente el couj . de esquemas cuasi-proyectivos
integrales sobre K ; la imagen de los var , prog .
son los esquemas proyectivos integrales .

A② .

- Una variedad abstracta (usaremos variedad
en_¥m esquema separable

integral de tipo jimto sobre Kate .

[Noción devariedad abstracto nace con Weil (1946) y su
estudio de la variedad Jacobina (que resultó ser
proyectivo) ]
dim 1 curva dim2 superficie dim?3 n-gold

n
"



Sabemos que :

(1) Toda curva completa es proyectiva (en Hartshorne)
K) Toda superficie no singular completa es
proyectiva [Zoriski 1958] .

(3) Existen superficies singulares. completos
no proyectivos [Nagata 1957] ( a. 7.13 , " 5.9)

(4) Existen 3-golds rhosingulores completos noproyectivos
[Nagata 1960] [Hironobu] ( ver Appendix B)

(5) Toda vanidad C variedad completa como abierto
[Nagata 1962]


