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56 .
Divisores

.

Entraremos en algo más geométrico :)
«
Estudio de subesquemos de codim 1
en X salvo relación racional

.

»

DJ .

- ✗ esquema es regulorencodim1-lnos.mg .

en codirn 1) si todo clx, p con dim Oxp = 1
es regular .

• Recordar del AT-Mac : si A >ml dominio localde dim 1
,Ajmék

( p.94 prop .
9.2)

-79+-0 }
A CK (A) zf =U.tt ✗c- y

Entonces
,
A es☒R ⇐ A es integralmente ⇐ wl principal⇐ dinzwfmj-1cerrado 11
f- = U.tt LÉL (t )

• Recordar en general :
- A>ml local es regular si dvmiawlwé = díasR , b.= A/me .

Ejlr ✗ = AL
,
Y = { flx,y) = o } C AL

trineo ✓
⇒ la[× ,y]( q) tiene

dim 1

(a) C ¥ ) E ( E -L , J - p ) c- A = KETD(g)
pero E-& o J

-

p es ínv ! ⇒ largo mox es 1 .

?¥¥jk Y = { E-- ✗y } a /Án pero
A = bikinis#⇒

es integralmente cerrado y así loson suslocalice



zociones y así para p con dim Ap = 1 estamos
OK
, aunque

Y sea singular .

KEN ,
✓]← la [×

, y ,EY,✗y>
⇒ A- = bici, v2, uv] CKEAN]

ni ← ×
y K(A) f- biuir) )v2 <→ y| uvas z µTónico!

- si A-= dominio Noetheriano y fe A con (g) =p primo
⇒ Ap tiene dim 1 y diunpu wltwyz = 1

.

Ejj .- A = KATHY:p) y
K
cuerpo , ☒y) ideal mox

⇒ Aw
,»
tiene dim 1

.
Si fuese regular ⇒€ ' int

.

cerrado <⇒ DVR
. . . pero no lo es .AHN

no es DVR Aw
, >P LE it

) # (2)

obj .- los ejemplos más relevantes serian variedades no
singulares Ir y esquemas normales Noetheriano .

(1) En una variedad nosuigulor.lk todo Oxpes regular
para p punto ( localización de anillos locales rey
es regular y q a p ⇒ ex

,q
= xp)qq.pl

(2) Esquema normal Noetheriano : Cualquier anillo
local de dimensión 1 es un dominio integralmente
cerrado ⇒ es regular .

✓ Genéricamente sobre una variedad de cookies 1Tenemos
puntos no singulares» (No contenidoen la

parte sing)

(*) ✗ = esquema
Noetheriano integral separable

regular en coralina 1
.



DQ sea ✗ esquema con propiedad (*) .

Un divisionismo en ✗ es un subesquema integral
cerrado de codim 1

.

Un divisor de Weil
-

es un elemento del grupoabeliano
libre

Div(X) := { Eni? : A.= divisor primo }
junta ni E 21

Si para D= En:P , ni >
o ti

,
entonces lollamamos

ohiisor-gectmo.si
Y C X es divisor primo y Y c- Y es su punto genérico

( corresponde a un primoen cada SpeclA) CX )
⇒ Ox

, y
es un DVR con cuerpo de fracciones KCX) .

[ Esto no es Oy,y = KIY ) ] IÁ Y = { y= . }
KEXID > KG , y] (y)

= UY!

La valuación se derrotará por Vy .

¥ vy (f) =p
no

Ex4.5chI-i.si Y,Y
'

son dim primos dist ⇒ Uy =/ Vy ' . q⇒ y
'

¿ será que un v en KCX) define un Y ? eee

✗ acklx) > Ox , p KIA
,D= KLX)

si f- c- KLX)* ⇒ q(f) es un entero .

Si es póntioo diremos que f- tiene un cero enY de orden Vylf) .
Si es negativo " " " " " Foto enY " " "

•

hema6.ly : ✗ con ¥)
g ft KAJ

⇒ vy (f)= a salvo finitos divisores primos Y .



Doy :

• Tomar f = YI E K(A) = KLX) .
• En U = Spee (Ae ) a X , f es regular

Z = ✗ ' U es conj cenado propio
dé X

.

• Como X es Noetheriano
,
tenemos que Z puedecontener

a lo más un número punto de divisores primos
de ✗ .

[ ✗ = Ú SpecAi , Ai Noeth ⇒ Z/sepaA¡=p o algo propioi=\

(✗es irreducible) ⇒ Z /
spaµ.

se representa por|
crqA y

esteTiene un número punto de primos }[ minimales : junto de quintos de quintos
• Así es sngcieute mostrar que existen quintos
Y C U con Vy (f) =/ O •

• Sabemos que vy(f) 70 y Uy (f) > O ssi

Y C V( (q ) ) g
(f) CAE .

Como f#° , VLAD es

propio en Spee(A) .
Pero luego

VKS) ) = union gruta de amados irreducibles
(espacio Noetheriano) aa

Def .- ✗ con 1*7
, f

E KA)
*

.
Se define el dirriosdef

Como :

dio(8) :
= IvyA) •Y •

Y diráprimo
si D= dio(f) ⇒ se le llama dwisoipuncipd .



Notar que fig c- KAJ ⇒ dio(G) = dio(f) - dioles) .
⇒ Tenemos morfismo de grupos

( KC✗¥
,

• ) → (Dirk)
,
+)

f vs divff)

cuya imagen es PbivA) = { divisores principales } .

A⑨ .

- ✗ con 1*1
.
Dos divisiones D

,
D
'
son luieoli

menteuguvoleutes ( ☐ ~ D)
si D- TI es divisor principal .

Grupo de clases = Clk) : = DioAkioA)de ×

Fácil ver que es un invariante (y muy interesante)
y ohgráil de calcular en general .

Pwp-6.li. A = dominio Noetheriano . Entonces

A es DFU ⇐> SpeeA es normal
y d.(A) =

°
.

Dex : un DFU es integralmente cenado⇐ SpeeA normal .

II. 1.12A) DFU <⇒ todo ideal primo de
altura 1 es principal

•

•

. =-D)OK



4) Para el resto seusa que A dominio Noethiut cenado
⇒ Y primo , Y= dio(f)A = A Ap > 8

dlñrap
+
ftk(A)

es 1
SE Ap fe Api

fe A Vy (8) =L Visto
y de hecho p = (f) •

¥ : A = ZI[V5] , y
Tiene durieusíon 1 .

p = (z , 1 + Fb ) .
Sea ✗= Spee(A) .

Tenemos Afp ± Fz Ox
,+
sml= { 1 +☒ >

ya que ✗+A) . 1-315 = 2 y 3¢p .

Se puede mostrar que p no es principal .
De hecho cl ( X) ± 21/2,2=42 ,HAS)>

÷
[ 24 Corresponde a p

' :-<2>]
☒< K = cuerpo de número

En eyector dado⇐ OÍ= integrales sobre 21
⇒ el (K) Ed (Spector)) .

Para Vds
,
d <O

,
K = ☒(A)

,
los 0k DFU son

- 1
,
-2
,
-3
, -7 ,

-11
,
-19
,-43 , -67 , -163

EI : cl ( Ann) = O
ya que KEY

,
..in] es DFU .



Propaga : ✗ = PI G- cuerpo . Para cada D= ZMYI

duqámos que
GH» : = Znigrthi) ,X:{ t.7xitxi.tk?--o4cP?

donde gntti) = grado lupusupeyicieYi .

M¥47 Sea H = { ✗0=0 } .
Entonces : D= Emifimj

¡⇒ y
v21 = LH> -

(a) Si gnLD)
= el ⇒ ☐ ~ d.H

→

(b) Y te KLX)* ⇒ gn ( diois)) = o . Íq¡ i. x-D
(c) dug : U (X) → ZI es isomorfismo i

"

n

dirá=D - dtt ⇐ KAJ f
Dey : un divisor primo en PI corresponde a

"

MI
un ideal homog . primo de altura 1 en
ktxo

, . .

,
xu] y así principal (g) .

Dado una lnpusupugeie cualquiera
Y = { f-- o S ⇒ g- fin . .

- fin y GRCY) -14818:)
y Yi

= { fi = o } son primos .

% (a)✓ (b) ✓ (c)✓
•

Prophet ✗ con Ctx)
,
ZCX propio cenado y 4=117

Luego

(a) J CLCX) → CLCU) , D= Iníi ↳ Zni (Yim) .

(b) Si Codimtt ,×) 72 ⇒ (a) es isomorfismo .

(c) Si Z = úredcoohin 1 ⇒ existe sue
.

exacta :

21 → cllx)→ ceca> → o .

Doy : Fácil
•



Egémplos Varios :

Ex6.SI : Y curva irreducible de grado d en PI

⇒ z → CLIP:) → UH?- 7) → o
1 ↳ Y |?

a- <<>

y Y = dl en CLCP? ) ⇒ el/IPIIY) a 2%21
-

Ver . agún

Ej: Variedad Tónica .

• ( bi )
"

= UC Ann ⇒ CUÁL)→ cltu)
E

⇒ cltu) = ° .

• ✗ variedad tórica ⇒ (bi)
"

-
-
UCX

✗ 'U = D
, + ii. +Dr divisores tónicos

⇒ ÓÍZD; → CLCX )→ alta)→ o
i --1

⇒ OIZD; → CLCX)
¡ =\

ie
,
UH) está generado por los
divisores tónicos

.

Ejtj: %¥ PI > 4+1-2+13 #
Fémur

3

Pero ①2/4.

→ d. (PE) Lilí↳
i = ,

es mucho !



EJE : PIPI >☐¥¥> |
P
'

f. sin É- ¥ ¥
.»

⇒ clliptax PL ) = < A , B , C ;D>y

pero 3- f tal que divf = B -D B-D

7g " " dirg = A - C Anc

**"
⇒ """" ="">

Dnd
'

D-A.divlf) Si •ATBB = diotf)
,
entonces

*
"

¡§# En ÉL -_ C
,
AA + BB /

c.

= divlfc)
⇒ BP = divlfc) ie solo polvo cero →←

| HELÉN a menos que b-- O

% a= o tambien usando D

⇒ CLCPL xp! ) 1 21A ⑦ ZB
.

Ex6.5.2-o.la cuerpo , A- = k¥7 / 2-%
,_¿ y

✗ = Spee (A) .

⇒ cl (X) = 24221 generado por { y-7--0} -Y

O •

+



• Notar que ✗ - Y = U = Spee Ay
[como conjunto cerrado , { y -- o } = Y ]

• Pero Ay =#Mi#y#g)¡ K ☒MIÍÉYY -E)
:. ✗ = y

-!zr ⇒ Ay = la -4,5! z] ie Ex K

un abierto de bí ⇒ el(a) = o .

÷ cl ( X) = < Y > .

• La función y en Y nos da of 4) = 2 .

Esto porque Aly , z)
a ( Y, Z)

pero y = ✗
"

z
?
⇒ Acy

,
z)
> (ZZ parámetro

y VY (y) = 2 .
9. ZY = divly) .

• Luego cl ( X) = O o 4/221
.

• Sabemos
que A es integralmente cerrado

( variedad tórica) .

Y trivial en Clk) ⇐ (y, z) principal
en A

En ktxiiz] , ( y, Z , ✗y
-E) es la preimagen

de (y ,7) . Sabemos que si me
= (✗Maz)

⇒ Wilmer z tí y la imagen de /y,z, ✗y-E)
tiene dim 2 . Si fuese principal⇒ dim-1¥



•
: cl (X) = 24221 .

Ej ,- ✗ = cúbica nosingular en ¥2
⇒ clase 2/7

.

¿ Quién es el ( X) si ✗ = curva prof nosiug ?
o → baldío clA) → z → o

degThomás
. ohg . Em¡Pi M Eni

[Mirar Hartshorne para Divisiones en armas
y otros detalles ; miraremos eso

cuando

tengamos la semana de curvas al
final de Noviembre ]

Los otros divisores : Divisores de Cartier

couturier
YD② .

- ✗ = esquema localmente Noetheriano . [ Kleiman
Para cada U = Spee (A) :

S = A- { divisiones del cero } y KCU) : = 5
'
A [localizoAT

. Moe]
Al variar U

,
los anillos Kth) forman un

pre
- hoy [mirar kleuñan]
U ↳ KCU)

El buey asociado k✗ se llama el haydearieutes



totolesdedx .

[ Es el reemplazo de KIX) cuando ✗ = integral ]

DQ sea KE el hay de los elementos uniertibles
del hoy K✗Ethias) .
así se define 0¥ a partir de dx .

Dj .- Un divisor de Cartier en ✗ es una seccion global
deKÍÍ
[ o → 0¥ → K; → K¥4,* → o] , ÷e. ,
D divisor de Cartier si existe ✗ = UU;

y para
cada i

, fi C-Mtki , k¥7

tal que Hi,j ¥.

E MuirUj , 0¥) .

Un divisor de Carter es principal si estáen la
virgen de MX, K¥7- MH, KÉOE) .

☐ = { Sí) : ftp.c-rfuinujilf ) }

Ejlí MI= ✗
,
D= { ( ×, /Áx) , ( y, Ay) } Iy es¥

No es principal ya que retiene polos ! .

Def .- Dos divisores de Cartier son 1. aqui . si su
ohgerencúa (multiplicativa) es principal .

{ (fi, Ui) }
• { (9 ¡ su;) } = { (Sig; , UNUj ) }



Prof. :b. 11 : si ✗ = esquema integral separable Noetheriano
con todos sus anillos locales DFU Cie loe.

factorial ) .
Entonces

,

Dirk) = MX, KÍÍIOÉI Pbirlx) ± Pimcotinlx) .

" Dani . % son DFU ⇒ son int. cerrados ⇒ ✗ es normal
.

• Luego Fhx es el haz constante KLX) .

•

°

. { (Ui ,f.) { Carter ↳ D= -241£)Y
"

KAY
YNU:#$

y notar %.

unidad ⇒ vy ( E.) = 0 y la suma
es junta .

Notar que es nrovjsmo : • ↳ +
.

• Notar que principal va a principal .
• Sea De Dirk×) y ✗ c- ✗ punto
⇒ D degmuá un divisor en Spee(¥) : Dx

• Luego , como Ox ,× DFU ⇒ Dx = { 5-✗ = o } , fxeKCXJ.
dirk

•
: D y DÍ digieren en ✗ sólo por juntos dio primos
que no paran por × .

A

• .
U
×
abierto con D= Dx en Ux

⇒ { (Ux , Fx) } es el Cartier . . . a

seguir ltotshome

→ brillos locales regulares son DFU ⇒ válido para esquemas
regulares

→ ✗ = Spee ( la⇐ii.EEE)) ⇒ cl (✗7- 24221 CaclA) = o



La última patita aquí : El grupodePicard .

② .
- ✗ = espacio anillado .

Un hayinverkblen es un
dx -módulo localmente libre de rango 1 .

Proa : L , M invertibles ⇒ Z ⑦M uivetible
.

I invertible ⇒ 7 2
" uivertible con ZEEK& .

Dra .
- Consideras 2-1 : = Yí =Henryk ,A) •

DÁ ✗ = espacio anillado , el grupodeRáoud de ✗ es-

PieA) = ( clases de isomorfismo"

de hacer invertibles ,
⑧) •

obj : El el gatuno veremos que HYX , OF) e. PieA) .

DJ .
- Sea D= { (Ui

,
Si } divisor de Cartier en X

.

Se define 0×1D) como el suhhoz de Fry tomando
los módulos generados por f-Y enUi :

OfD) fui : = SÍ-Oui .
Está bien definido ya que en UIAUJ : fi

"

y SÍ generan
el mismo submádulo (en VzxtkirUj)) .

Ezl . - En P
"
tomar D= { ( IAI , ×)

,
( IÁ
, , y ) } .

AlD) /
*

✗

= ×
"
. OH

,,
y 0×4» /*

,

= ÍOA
,

¡ cuidado! : mostrar
que 0×1D) 10ps(2) .



Prof : X esquema Goa. Noetheriano) .
Entonces :

(a) HD Cartier
, 0×4» es un 4oz invertible .

Esto da una correspondencia 1-1 entre
divisiones de Cartier

y haces
uiveihbles

.

(b) 0×1 D,- D.a) 1 0×47) -00×0×1-17) .

(c) D
,
~ Da ⇐> 0×47310×473 .

¥ : D ↳ 0×43 es un isomorfismoentre

CaclA) = Cartier/púa y PieA) .
cuando ✗ = integral loe .

noetheriano
.

Coz : Si ✗ es noetheriano
, integral , separado ,

localmente factorial , entonces

cl (x) a Pielx)
.

Coz : Todo hay invertible en PI es Opnncl) #le ¢ .

Def .- Un dúo Cartier es efectivo si { (Ui ) fi) } tiene
fi c- MCUI, drei) . Ental caso se define el
subesquerua de cookies 1 Y mago haz de
eideolesCesta-localmente generado por fi .
Lado

Profr D dio egíclioo , Y subesquenua asociado
⇒ My E ?⃝C-D) . Doy : Por defunción •
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