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97 Morfismos proyectivos .

-

¿ cuándo ✗- ri ? ¿ ↳ ?Pregunta : Dado X

tápate ↳spéék

Clave : El hoy miatible du) en P? el cual tiene
como secciones globales MPI , OHD = taxi

¡=o

a las coordenadas .

←
A ⇒ si ✗ e- PI

,
entonces existe 4¥04D=:L
generado por secciones globales{si}¡ g- si C- MK

) "Specht
si = y*(x;) € MCX,2) .

tal que DadoptXP
"#
kph Ap> como Q

, p
- mod

.

Ej : PLI p! 4¢.is) = Ei, y] . Luego 4*(01^1)=014
Notar

que ×} y
'

generan
0k)

Peng MPL
,
012)) = KXZ ⑦ KXY ⑦ KYZ .

Ej : PI - E- > P} J /[× , >Es) = [✗y , xz ,yz]
Notar que xy, xz, yz no generan OK)

Notar que existe U EPI donde U
→ PI

.

Ej : ( Ant( IP:))
Para una matriz de GLLNH , b) Tenemos un automorfismo
( les llamamos cambio de coordenadas) y esto
salvo la acción de

* = { (Ó:?) :#bi }



⇒ PGLCNH , la) E AntLPI) .

Ahora YE Ant /P? ) ⇒ 4*(01^3) e Olr) #r .
Pero debe generar a Pie (PI ) ⇒ r = 1=1 .

Pero hay secciones ⇒ ✓= 1
.

Como es outomoyimo , y*cxi) es otra base de NPI,OGD
÷ AutlPI ) = PGLCN+1 , la) .

Teorema7.1
"

resumen
"

: A = eiullo
,
✗= esquema sobre Spee(A) .

-

(a) Y : ✗ → Ff morfismo sobre SpeeA

⇒ y*(du)) es invertible y generado por etxi) .

(b) Al revés
,
si 2 invertible

y generado globalmente
por eso

,
. . .

, su
⇒ J! Y :X→ Pf tal que

4*(0/1)) =L y y
*lxi) = si

.

Pwp7.LU Y :X→ Pf de arriba es una uimnsion cerrada ssí

(1) Cada abierto ✗¡ = ✗si = { PEX : Hip ¢ mlpLp } es cagón , y
(2) Para cada i , el morfismo

A [Yo , .. . , Yn] → TYXI
,

Yj ↳ 1¥

es sobre .



Pnop7.LIinmersión cerrada geométrica) sea TEI

PI? ✗ e- PI L : -1*(0/11) Vino, . . .,si C- MAR)
- \ Y si :-. 4*1%7✗ esquema
proyectivo vspeek

Entonces
,

a) V separa puntos , ie dados PIQEX
Y es uimnsion ⇐> puntos cerrados ZSEV con

cerradas c- Mp Lp pero 1¢ HqIq .

(2) V separa vectores tangentes , ie
Xp c- ✗ cerrado , { SEV : spempihp }
genera el b-espaciovectorial

wlphplwljh.pe °

Dex : La parte notarial es ⇐ y será verificada lauuneiuocs
cerrada a través de los anillos locales en puntos
cerrados de X y PI .

Queremos solneyectwidod y
eso sale de :

www.7-4 : A £ B nwyismo local entre óvulos locales Noetheriano
tal que

(1) Apnea Es Blmlps (usando puntoamadoykik )
(2) HA → Mps/Mpg ( usando separar vectores )

(3) B es g. g. A-módulo (usamos ✗prog y prop.
de composición )

⇒ f es sobre .

Demi • LM := HA - B
,
así crc Mps y vr contiene un conj.de

generadores de NMB/me} por (2) .
F) Lema de Nakayama : M g.g. B-modulo y NCM

[ATMOE] B-modulo tal que M = N + JoelB) M ⇒ M= N
,

Joe(B) = M idealesmatinales = { ✗ c- B : 1- *y unidad Hye B }



• G C MB g. g. B-módulo , JoelB)
= Mps

(Punk)
y me

☐
= vi +MÍ ⇒ oi = weps . (Nohay

samario/
• < 1>CB g.g. A-módulo (3) , Joe/A) = Mla

aún
.

)

(PMH)
y

B :-<1 > + HAB ya que

generen tbpqp = BIM
,
= Alma = K por (1)

sus .

propios
ejemplos (ir 1 genera BlmqB)
bit]→ KES]
1- tú
k-u-kk-wiixp.is)

⇒ < ^ >
A
= B

,

il
,
f es sobre g.

ÍÍÉíoáo
reconocer un 2 mmsomphó ?

Ya vimos

✗↳ pq )
&
muy amplio JF hay coherente

( SHE
"

, ⇒ ] no >o tal que 5-⑦L
" estágenerado

Spee A Nath por secciones globales tu> no .

Def - ✗ = esquema Noetheriano , L hay invertible .
Decimos que

L es amplio si lf F hoy coherente
1- ha > o (dependen de F con

5-⑦ L
"

generado por secciones globales ltn >no .

Teorema : ✗ = esquema detipo junto sobre SpeeA
A = anillo Noetheriano
2 = hay uivertible en X .

Entonces

L amplio ⇐> En muy amplio sobre
SpeeA # m> 0 .

Doy ; mirar Thm7.6 Hartshorne •



Ej .- Ice ) amplio ⇒ OH ) muy amplio ⇒ l >o
en MI , K cuerpo

( usar mapeo de veronese)

Ejlr Q =P! ✗ IPL , Pie(a) ± 211021

y así 2 ← ca
,b) C- 2/2 .

la
, b) amplio ⇒ la,b)muyamplio⇐ a

,
b >O

( Ha ✗ PI ↳ Pa
"

✗ PI- PI )
2 veraneos

1 Segre

•
Ej .- ✗ = { y4- = ✗3- ✗zz } E PI

Entonces 4 : = 0×4? ) no es muy amplio , donde
Po EX punto cenado .

Notar queFd

MX
, ftp.)) = { f C-KAY : diof) + P. > o } u { o }

¥¥d ( ie , f = Edad tal que Gar ✗ ⇐ Po →← a

menos que Gd constante )

*DÍ
"
⇒ MX, ftp. )) =L y asínoestáglobalmente

⇒
Les

yqaqgypj,
generado •

←

restricción rectora X
.

amplio
gugyy , ¡pero qq.gg , es muy amplio ya que✗ es isomorfos a ¥011) ( de hecho , podemos
Ya zdi tomar P. como punto de inflexión y tener unarecta L tal que LA X

= 3Po )
.



En egecto :

(1) D divina en una ✗ curva proywoimg/⇐[ , entonces
☐ amplio ⇐> gnlD) > o (será por Reinmuth)

(2) D aburrir en ✗ superes. proy nosiug /⇐[ , entonces

☐ amplio ⇒ D.D > O y D.C >o FCCX curva .

Son clónicos sistemas lineales
.

✗ = variedad proy . nosimg /⇐I

Aquí cl (X) = caclA) = Pie (X) → EL]

y MX
,
L) es de dimension juita .

Si se MCX ,2) seccion no cero , sea

D. = (A)
o

el divisor de ceros de s : si UC ✗ abiertos
donde e : IlaI> da ⇒ Ycs) c- Huila)

⇒ {①Miss} determina un divisor de Cartier
egectivo ☐ en X .

Pwp-7.it : sea D. divisor en X y 210×1D.) .

(a) o =/se TYX , 2) ⇒ (A)
o
~ Do

.

(b) Todo divisor efectivo ~ Do es un (A)•
.

(a) s
,
s
'
c- MCX , K) definen el mismo divisor

de cero Mi 3- ✗ c-BE
,
si = 7s

.



Dein :
(s). =D

(a) • L es un sulshay de Kx ; y así se KCX>
*

.

• Do = { (Hi
,
fi ) : fi C- KIX)* }

,
0×1D.)tq. = fj

'

Oui .
⇒ tenemos un isorn Y : 0×1%7 ÍÍ Oui

• Luego D está localmente definida por fin ltoreymcioú!)
• Luego D =D. + dio(1) ⇒ ☐~ Do

.

(b) Si D > O y
D= De +dio (f) ⇒ diolf) 7 -Do

.

Luego f es seccion global de dx (D.) cuyo divisor
de ceros es D .

Ei [si

(c) Si G)
•
= Csi). ⇒ f) si c- KIX) dir ( ¥ ) = o

⇒ ¥ c- MANÉ) = BF ya que MX,A)= la •

Resumen :: Teníamos D= { (Ui , 8D} divisor de Cartier
define 0×1D) tal que

0×1 D) fuí SÍOU .

.
.

Entonces 0×1D)Luiz fitla.mil y así

0×1D)(4) = { f c- KAJ : f = ragenui.fi
'

} u {o }
= { fe KKE : dio(f) + D)

µ
> o } u {o }

ie
, funciones

racionales con_divisores efectivos
ceros y polos acotados ~ a D

por D



Ej : Sean P
,
Q c- { ZYZ = Es+Axzr+ BES } = ✗CPI

dos puntos distintos en la cúbica nosimgulor .

⇒ MX
,# -QD = ?

Si g
"

⇒ dio (f) + P - Q > O .

Como f debe tener polo ⇒ polo tiene orden
1 en P Ano puede ser más ! > .

f =TI ⇒ #ceros = # polos
Gd

y ✗ - - - > ¥ ,
✗ ↳ [Fan

, Galx)]

Pero ✗ suave ⇒ ✗
£ MÍ y polos

en g-
'
[1,0] , ie quedo de q es 1 y

así q es un isomorfismo .

PERI entonces la universo de f porometriga
✗ y sabemos que X NI es poiomehizo
ble por funciones polinomiales →←

Luego MCX
, 0×6-Q)) ± { o } .

-

Sabemos
que para una curva

X
,
si f C- KAJ[⇒ op (f) = 0 . [Ver Divisas oncunesp . 136]

¿ cómo saber existencia de punciones racionales
con ceros y polos preosugnoolos ?



IDEA: Un sistema lineal completo
-

es

ID. | = { D 70 : D~ D
. }

.

De esta
forma está en correspondencia 1-1

E-
IX

con

( TYX, ODD») ' {0K¥ Mx
, Aldo))

✗borelk
ie puntos cerrados de Ppadím^-1 .# o

, si , . . .

, su>

✗⇒ Eso, 4 , . . , su]

beef. un sistemaeuied.com#xesiEisiib:iiiij-
de un IDOI correspondiente a un subespacio
lineal de lprdimr-1 .

Así G corresponde a un subespacio VCTYX ,¥))
V = { se TYX,0¥ : divls> +De S } u { o }

.

dim} :
= dim
,
V - 1

.

DG .

- Un punto ✗ c-✗ es punto base de G si

✗ e Supp (D) Y De Sr
. matojo

dar ✗ → PI ⇐ dar un S sin puntos base
Y Ao, . . .

,
suEV generadores

de V .



Ej : Old ) definen el sistema lineal completo
de todas las formas de apodo al

ñ dim = ( "¡d) -1 .

todos

Ej : sean A = { Fd = o } y B = { Ga = o }
dos curvas del mismo grado en MÍ .

⇒ P = { 7 Ed +µ Ga : [×
,µ]EPI }

es un sistema lineal de dim 1 ,
ie
,

Ed
•

un péncil .

ZEZy.ca -
-

→ MIFE,pudiese
¿porqué ?

Ej: (cúbviatorsida es Única) Plano

P! = ✗↳P? tal que gnlx) =3 y ✗ ¢ ÉL .

Como grA) =3 ⇒ ¡
*(OCD) x O (3) .

Como ✗ ¢ P
'

⇒ Mí
,
011 ))↳ Mr

,
¡*(du)))

como dingo MAL , O(D) = 4 ⇒
↳
isomorfismo

y S es completo . Luego salvo Aut (PZ )
la cúlsvicetorsida es [×? Hy , ✗y

'

, y
>]

.



Ej : Veamos lomismo en apodo 4 :

IPL ± ✗ mis P? tal que ap A) = 4 y ✗ ¢ P?

÷ sólo fallamos en dimensión .

En efecto
no existe Te Autlip? ) tal que TCX ) = X
donde

yo : [ ×
"

, Ry ,
✗ y? Y

" ]
°

Xa : [ ×"
,
×} +ahí , ✗ y

'

, y
" ]

donde ac- BE
.
Notar

que
ambos son PI :

Al reponer Prop .
7.3

,
nos queda :

: ✗ → PI morfismo correspondiente a Sr
.

¢ es inmersión ⇐ a) Se separa puntos
cerrada Dado dos puntos cerrados

P
,
QEX

,
3-De S con

(1) [a) b] , [
C
,
d] Pesupp(D) , Qcfsupp (D)

b" x" - a" y
" funciona (2) Se separa vectoresTangentes

salvo raíces
↳×
"
- ax} liquida: Pe ✗ punto cerrado y

teTpA) =MAMÁ(2)¥ at

3-De Std que Pesupp (D)necesitamosD= {
t = o }

ya que
entonces y +¢ Tp(D) .

TplD) =p}



¥ - Dj € P? zm# = { y? iz }
[t
,
U] ↳ [t

"

,
Eh

,
vi ]

Separa puntos .
F- [0,1]

i. D. es tal que PED son
at
>
+ b.Én

y
así Tp (D) = but .

Ahora varios rincones de esquemas
a partir de un esquema dado .
La idea sería generalizar con

Spee
/ ! \

jhaáouesmorfismos cubrimientos
agrios cíclicos en IA

"

" ""

Iguaniost
Blow- upEliminación ← sobre un en P

"

de la indetez hay de ideales
nnnocioís de coherente

aplicacionesnacionales



Morfismos afines y Spee A (Exere . 5.17)

• ✗£ Y entre esquemas es agín⇒ 5-YspeeA) agín .

• Un moigsmo punto es agín .

• Sea Y esquema y A hay cuasi- coherente de Oy -
élgehos .

Luego Z! esquema X : = SpeeA £ Y mogismo
aquí con 8*0×4--1 .

En efecto , es una correspondencia 1-1 atraves de 8¥ .

¿ cómo construir una tal álgebra ?
n
-oímos

IÁ Construcción de raícesde divisores (Esnault-Viehweg) :
{ ii. x-D }
¥:[¥ Sea Y = ver . pwy . nosiugulos / pez , mcdlchab ,D= 1

IÁ ✗

Ir D divisor efectivo de Y y asumir 72
D=}EH?EEO} EIP

'

e¥ÉÉ
. L⑦

"
e Oy (D) .

⇒ o →⇐- 'P
"

a Oyl- D) → Oy

y
así tenemos multiplicación bien definida
y
- i
⑦ L

- j
→ e

-i-J
n-1

•

°

. A = ☒E-
i
es Oy- álgebra y¡=O

→

(2%-4) X :=Spee(A) Es Y



representa la n-estima raíz de D .

¡ Hay un mundo de construcciones através de esas
raíces ! Se puede escribir normalización y
muchas otras propiedades de✗ .

Su versión agúr local es Z
"
= f(× , , . . .im)

,

donde { flxn ,
. .

, ✗mi = o } =D .

Esto es generalizable a cubrimientos de Galois
abelianos (ver Paper de Rita Pasolini) , lo
cual vucluye los cubrimientos de Kummer .
Galois no abeliano es más complicado (existen
por ejemplo para Ss y diedroles en general . . . )

• E = localmente libre de rangon en Y .

SLE) = Algebra simétrica de E
⇒ A : = S(E) es una Oy - dgehue y

✗ : = Spee (A) Es Y

es el vectorbundle-osociadoa.cc .

Si 2h a Y es tal que Elsie 0£
"

⇒ g-
'
(a) I An ✗ 2h

.
Venmás en Exea

.

5.18
.

/ | ) ) ) ) ) ) ) )
Á (pero pegados notrivialmente )

- Y



Generalización de la construcción Proj

(f) ✗ = esquema Noetheriano .

Y = hay cuasi- coherente de Ox-módulos
tal que

Y ±¥ Yd

Yd = parte homogénea opd y producto para
que sea q

- álgebra graduada
Asumir : Yo = &

,
Y
,
= coherente A-módulo

y Y localmente generado por J, A- álgebra

Digamos U = Spee A y S = Yosa A-ólg graduada
⇒ Proyl ☒ Sd )→ SpectA) [ A I S ]dzo

como antes
.

Si f c- A y Ug = Spee (Ag)
⇒ Prog ( Sg) ±TÍA . [compotblemeute

varios Proy]

•

°

. para U,
VCX

,
TalanDe unv)

.

Así se obtiene Prog ( S) Es X tal que
para U = SpectA) , *

"

(a) esel Prog de antes !
Y los OCD locales se pegan para un OCD global .



¡ cuidado ! 011) en Prog no necesita ser muy
amplio .

obj .- Teusomyóudo adecuadamente por L
hay invertible ( ie Ya ①Ld )

,
entonces

obtenemos un J ' con ( T ) tal que

Proy (Y )⇒ Prog( Y)
¥ %
✗

Png : (a) Prog (Y) Í ✗ es propio .

(b) Si ✗ tiene un Lamplio ⇒ Ies proyectivo
y 011)⑦TYE

" ) serámuy amplio en
Prony (J ) sobre✗ , #n >o .

N

Pnoy(Y )↳ IP
"

✗ ✗ ↳ PIPI ↳ PA .

→
✗
←t

←

SpaA

•¥ : ( Filmados en P
"

)

✗ = esquema Noetheriano
E = localmente libre rango n+1
Y = S(E) álgebra simétrica de E

⇒ PLE) : = Proyts) ✗

es un ejlnado no necesariamente lñüolde P?
Si E libre en 2 ⇒ I

- '

(a) e UAP
"

.



Prop : Si rango(E) 72 ⇒ Y1¥,1¥04 )) .

En particular , lo ⇒ *Ole)) = 0 ,
l= O ⇒ a-*( Ipcc)) = lx
l = 1 ⇒ # (du )) = E .

y J #(E) → O(1)→ 0
.

Ejlr X =P} ,
E = 000 ⇒ PEDI PIX PL

Ejlr [ = O@O(1) ⇒ P(E) a-Blp (PI) .

[mirar superficies de Húuzekmch]

• Construcción 2 : Blow- up subesquenua- cerrado

✗ = esquema Noetheriano
J = haz coherente de ideales en X
Y = D- Jd

,
Odiaba a la d

,
0°= DX

digo

⇒ E : = Proy(1) Es ✗
es el blow-

up
con respecto al subespacio

cerrado Y correspondiente a 0
(o con centro en Y)

Ejr Para 6,03 en HF se recupera Blue,»GAZ)
con Cx , y] .

Pero (minoritariamente por
ejemplo) podemos hacer muchos



blow-ups ( y muy necesarios einteresantes(e. g. resolución desingularidades) a través de otros rayos :

n

otros÷ÜImam
⇐> X-P

blow- ups
¿ Quien es el ideal ? !

Hacer los cálculos para hacer iomciohi
lo que ya sabes !

Prof : En general
,
Í ✗ blow-

up de
J
,

entonces :

← Tansy .

estricta
(a) J = ÍLT) . OE es un hoyuivétible en F.
(b) Si YCX es el centro y U

= ✗ -Y

⇒ (a) E U .

(c) Satisface propiedad universal (Prop. 7.14)
en relación a imagen inversa de ideal

→ hay invertible .

(d) X vanidad la ⇒ Í variedad |
, y

• I binacional
, propia , sobre

• X cuasi- prog ( pay)⇒ F casi - puylpwy)
y TL morfismo proyectivo .

(e) resuelve indeterminación !#a¥177


