
EL HÉROE DE G.A
.

✗

clase canónica de ✗ gabe
28/10/21
diferenciales



98
. Diferenciales .

A anillo
,
B A- álgebra , M B-módulo

.

DJ .- Una A- derivación de B sobreM es una gruñón
d : que :

(1) d es aditivo

(2) dlbb') = bdlb') t b
' d(b)

(3) da = O Fae A
.

Ejl .- la[×]£ KES do (PA))
:
= 2¥, es una b-derivación .

DJ .- El módulo de formas diferenciales relativos de Bed-
A es un B-módulo

SZBIA
junto con una A- derivación d :B→ RBIA la cual

satisface la propiedad universal :
Y B-módulo M y FA

- derivación d
'
:B→ Mecido

un Único homomorfismo de B-módulos f : rBµ→ M
dCon

B- SZBIA

⇒ ti
.

M

En efecto , se puede probar que

RBµ
=
B-módulo libre gen. por db , BEB

<dlbtb)- db-db'
,
dlbbi)-bdlb') - bidlb), da>

y d : B → RBIA ,
btsdb

.



Ejl .- B. = KG]
,
A-K ⇒ D.B)A

=
< d(PH» : PA) C- b.Es>

relaciones

cdlaota, ✗ + . . . + anx
"

) se calcula con dx" = n ×
"- lote

.

⇒ como KE]-módulo
, SZKESI, = KEES. DX

.

En efecto
,
52k¥, , . . , xn] /y es libregenerado por DX , . . . > dkn

Ej .- B = kESP4»
⇒ SZBI

,
=
< *'HEYdxtxdy> •

Una mirada hacia diferenciales para esquemas

Prof : Sea B.⑦AB f- B ,
g- ( b.⑦b) = bb

'

(mogismo diagonal )
Sea I : = berlf) .
Considerar B.⑦AB como B-módulo connmlt. por la izq .

⇒ Ika es un B-módulo .

Definir d : B→ Ifjs ,db-_1@b-bno1.EntoncesIYjzgdes 1 a RBIA gd •

-

esun supeihuco algebraico
que necesita mod

I2 para las relaciones . . .

• B A-álgebra y SCB sistemamultiplicativo ⇒ rs-bh.es?RBh- .

• Si B es g.g. A- álgebra o B es localización de g. g. A-álgebra
⇒ RBIA es g. g. B- módulo .

Prof : B = ómllo local > KI BAM .

Entonces

TMZ ↳ RBIK⑦BK ,
b ↳ db⑦ 1

es un isomorfismo de B- módulos .



Si asumimos además la= ta y B = localización de g. g. b-álgebra .
Entonces

>
r

☐µ es un
B-módulo

⇐> B es regular
libre de rango = dimB

☒ .
- ✗£ Y mogismo de esquemas . Consideran el nroigesmo
diagonal A : ✗ → ✗ ✗

y
✗

.

luego ✗ → AH) = subesquema cerradode un abierto
W de ✗ ✗yX

Sea ✓= hay de ideales de ACX) en W
,
entonces

se define
r✗µ : = ☒(%)

hay de ahgerencioles relativos de X/y .

¿ Qué es esto ? U = SpeeA CY y V = SpecB c ✗
con f (V) E U .

Entonces VEN a ✗ ✗yX abierto egúr = Spee (BVB)

y ACX) nvxuv está definido por bien (BGB → B) .

Así el hoy asociado a% es I/Ti ⇒ Rubí RBTA .

Las derivaciones d : B → RBIA se pegan para formar
d. : O× → 1×1y morfismo de haces de grupos abelianos .

•: R✗µ es un A-módulo cuasi- coherente .

Ejlr ✗ = /Any , R✗µ es
libre rango n generado por secciones

globales DX, , . . .

,
DXn .



Teorema : ( sucesión de Euler) A- anillo
,
Y= SpeeA, F- Pf→ SpeeA .

Entonces existe sucesión exacta de haces

o → R✗µ
→ 0×1-15^+1→ Ox→ O

.

"
Dem
"
: • S:= Atxa , . . . , xn] ,

E- ÷ SE1)
①"+1

S-mío
. graduado

con base eo
,

. . . , en en grado 1 .

-1 O 1 2

- ~ -

O o la lineal
• •

°

• Definir E→ S
, ei taxi y M = kernel

.

• luego usandola localización en giros , Tenemos
o → Tu → 0×1-15+1 → A → o

• Ahora
,
Ex.
.

→ S
✗¡
es sobre entre Sy. - módulos libres

⇒ Mq. es libre rango n generado por

{ ej - #-) ei : ¿=/ i }

• Luego en Ui = { xi -1-0 }
,
MT /uilihe generado por

{ ¥
¡

es
-

# ei : jti }
¥

: .ru/ui-isMIaiei(dEE))--f-iHi9--jei)
es isomorfismo y se pegarán bien ! •

Ej .- ✗ = ÉL en U
,
tenemos dx y en

U
,
terrenos dy .

En Un AUZ tenemos KEfndx-gdx.at})= -1¥ .



si se MX, PL) ⇒ spa
,

= pcxsdx ,
s/a; quidyÁÉÍ pero no se puede! ⇒ Mx

, sir? = o .

suave
.

ruin" ? Similar para
IP? (o usar Teorema ! ) •

LEFT ✗a CP? nomiras ⇒ rlríxaln de dim género de la curva-

Variedades no singulares k# :

Etf#hoyos
Ígneas

DJ .
- Una variedad abstracta X sobre beta ( integral , separable ,
Tipo junto sobre Speck) es nosiugulon sitodos sus
anillos locales son regulares .

[equivale a lo queteníamos con vos . cuasi-proyectivos ya
que

clpn_@me7pylocohgouon-deregesregJTheorem8.15_.a
R✗↳ es un 4-mod
localmente libre de <⇒ ✗ es nosingulor
rango n = dimX

olz : Para ✗→ Spaak variedad completa hosnigulos ,

7k es hoy coherente , entonces

MX
, Rxpe) es b-espacio vectorial dim junta .

La cuña ÑSI ✗µ = : SE, dan otros haces
localmente libres de rango ( Y) :

h "
°

:
= dimk MX,ÁR✗µ)

son los muñecos de Hodge f.dim de los r- formas
diferenciales regulares de X ) .



[no son sólo invariantes binegulores sino binacionales]
Cuando en ⇒ RI ,, es hoy uivertihle

⇒ MI ,, = 0×14×7 clase canónica

= [AUN]
donde Kx es dhvisorcono-nico.ie Pie(X)
Geúerogeométuco pgcx) : = tí

"

.

Ejl .- ✗ = arma ⇒ sólo ⇐ 1 = n

⇒ pglx) = drink MX, Riga) = gcx)

el género de X .

Ejlr ✗ = superficie ⇒ r = 1,2
tí " =

" irregularidad " y pg •[Tendremos K; kx ]

lor8.tl : ✗ zoiedaed sobre bik
.
Entonces

existe UEX abiertodeusonosuigulas .

Dez : ( Esto ya lo sabemos]

• n = dim ✗ ⇒ KIX) ! , tiene gradoTrans . n
y es extensión g. g ⇒

existen elementos
✗ n , . . .

, ✗n Transcendentales tal que

la C klxr , . . , xn) a K(X)
junta separable

y luego dim.rs#klx)k--dimX--n(Thm8.6A) .



• RKA) | ,
= ( Rua)} donde } es punto genérico.

• En general , si el localizar un f- módulo en
algún punto nos da libre ⇒ lo es en
un abierto U 73 .

• Así JU → y donde Ruta es libre

y así por Teorema U es nosmigulon •

Teorema: ✗ = variedad nosiugulos /bik
¥ = subesguema cenado irreal

con hay de ideales o

Entonces :

d) RYI
,
localmente libre y
bts db@1 reste

.Y nosingular ⇒ (2)
☐ →%a →rxpidy→Tío
es exacta .

si sucede
,
entonces% es localmente libre

de rango r = codirn ( Y ) X) en Y .

DG.

- ✗ variedad nosirug 1*5
(1) Hay tangente Jx : = tomaRXK ,&)

( loe. libre de rangon)
(2) Hoy canónico W× := ÑR ✗he 0×1 )



Def .- Y EX von
. nósmigulores /KE

(1) Hay conounol ¥2
de Y en ✗

(2) Hoy normal Ny/
×

:
= Homql%} f)de Y en ✗

como todo es loe .

libre
,
tomandodtónq , dy)

tenemos :

o → Jy → TE ⑦ Oy → Ny /✗
→ o

exacta
.

Además
,
hoiueudo cuña r= codim (Y) veces en

o → Ha → rxpidx → Myka → o

⇒ w
☒
⑦ de ± wy ⑦NH)

⇒ wy ± W
✗
⑦ OY ① ÑXY /×

si ✓= 1 ⇒ Y divisor ⇒ 8=0×1-4)

y V2 E 0×1-4)⑦ dy

[ o → o→A→ Oy → o ⇒ o → oi→ o→ Jody →o]

y así YI
✗
a ALY)⑦ Iy

÷ wy = wx -00×14) /y
ADJUNCIÓN



The8.18 (Bertini) : ✗ c- PI var . pnoy . nosing 1*5
Entonces JH C- PI hiperplano con H DX

tal que HAX es regular en todo punto .

[En efecto , HAX es conexo (viáticos) y así irreducible ,
y así es vor . proy . no singular ]

Además los hiperplano H donde eso pasa forman
un aliento denso de IHI

.

Dey : Recomiendo ver Hartshorne , dem .
es conteo

de dimensiones

• B
,
= { hiperplano H / H ?✗ o H 7- X pero

✗ EHRX

( y noes rag . en # rx }
⇒ Bx es sist

.

lineal de dim u- r- 1 . (r = dimx)
• Luego variedad de incidencia ☐Ü¥Étiene rectos

B = { <× ,
H > / ✗ c- ✗ cenado y He Bx} £ X

p, es sobre con <×
,
o >
y jlua dim n - v- l

.

• como gibas son P
""

y ✗ ined
⇒ B es irreal (YEE)

y tiene dim n - v- 1 + r = n-1 •

• Luego pa :B → IHI y dim palB) En-1 .

Como

dim IHI = n ⇒ pa(B) ¢ IHI . Como ✗ proyectivo
⇒ ✗ AHI ⇒ IHI propio , B cenado ⇒ PalB) cerrado

propio de IHI ⇒ U = /Al > palB) denso •



dy : Resulta con ✗ pintas singularidades .

da : si ✗ = curva ⇒ plano general intersectan
transversalmente entodos los puntos
y #

= qn(X) .

Jnedmáble : El esquema XMH estáadquirido por
Yajuar o → cffA) → Ox → Oxn#→ o

comunidadY?

HYON"y A%
, 0×(-1+3)=0 si te= ¢ y dim X > 2

( kodairaVanishing) ⇒ siempre es conexos

[De hecho cierto para KI : HYDE DHD = o]d» o
,

✗ = normal pnoy dim 7 2

del .- ¡ sntaseccioues completos existen !
no singulares

Para terminar varios ejemplos :

Ejl .- ✗ =P?
, duoligor Euler (generalizar esto !)

o → q → 0µF
""
→ TE→ o •

Notar que tomando caña de la sucesión Euler :

Wp: ± dxtn- D (y así pg (PI)= a) .



thm8.IQ : ×
'

, Ívohproguosimg /⇐I binacional
mente equivalentes
⇒ pglx) = pglxi) .

-

Así toda variedad nacionaltiene pglx) = o][para curvas será ssi .

Ejl .- (hipusupeigaies no singulares)
✗ =P? n>2 , ✗↳ PKN incrustación Veronese

grado d > 1 . H c. PI hiperplano .

Por Bertini
,

hay un abierto Zoriski de H tal que

Y = XMH es regular .

Si Y tiene al menos dos componentes Y , Ya ,
entonces en PI tenemos intersección no vacía
de 2 hipersuperficies (n>2) y en esos puntos
Y sería singular .
&

• .
Y es irreducible y nosuigulor , y por
adjunción

Wy 1 cly ( d- n-1) .

n--2
,
D= 1 : Y es recta en PI

,
YA 1Pts

, Wy
= ↳¿⇒

A- 2
,
D=2 : cónica

y Wy ± Oy C-1) ⇒ Wy = Opel-2) .
PÍZ#ÍÍIP' Wy ± Opal-3)⑦ Opal 2) / ya ¥-1)/¡¥-2)



n = 2
,
al=3 : cúbico suave y wy= Oy

Wy I Opal-3)⑦0pts)↳= &
⇒ pg (4) = dim,MY, Oy ) =L : No es racional

'

n = 2
,
d} 4 : Wy = Oy (d-3) , d-3>0 . Luego

pg ( Y )
>°

. grado (Wy) = d (d-3)

Bajo isomorfismo , se produce un uiomogirno
entre R✗µ y así

la clase canónica es
mwáuoute

. Luego pone curvas el grado
de esta clase es invariante y así pone
curvas planas cada d > 3 produce curvas
no bnregulaes (ni binacionales ) entre sí .

n =3
,
D= 1 : Y = IPZ y Wyk Oyl-3) .

n =3
,
D= 2 : Y = cuóohriuenosimg

, Wye Oyl
-2)

⇒ pg -- O .

n =3
,
D= 3 : Y = cúbicos tiene pozo , Wye Orti)

4=3
,
D= 4 : wy ± Uy y pg= 1 .

Esta

superficiepertenece a la clase K3 .

h =3
, dz 5 : W

y
E dyld- 4) , pg > O , Yno es

racional . Aquí el haz canónico
es muy amplio : superficies detipo general .

n = 4 ,
el =3, 4 : pg

= °

pero NI son
nacionales

↳ clanewrcouggthst> Iskoosbih -Movin



n arbitrario
,
dznt 1 : wy a-dyld- n -D ,

ol-n- 170

⇒ pagos) > 1 y así no racional .
→

o→ cfpnl- d) → clpn → Oy → o

[ o → M¥-41) →pffpn (d- u -D) →MI, /d- n -D) → .]Lo

• Pronto tendremos más invariantes através de la
cohomología .

• La sección ehgereneioles en Hartshorne termina con
varios asuntos de álgebra local (ez Cohen-Macaulay)
que quedan para ustedes (ug anterior normalidad
de Senne ) .

• Un subesquema cerrado Y C- Pr
"

se llama

intersección completa si IIY) C S- biko , . .in]
está generado por r = aodim (Y) PI ) polinomios
homogéneos .

Luego
,
si Y es nosnugulor (Bertini ! ) , tenemos

Wy = Oy ( Idi - n - 1)
• Se puede calcular pasta = (%) = patea

hipermnesia género
aritméticotarea

curva plana, pgl# = @-Dld-D -antigua
a-

superficie en 1Pts , paja = 4-D(d¡2D
• curva en P

, pgti) = La de (dte
-4) +1 .

intersección campal


