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cohomología
ala Grothendieck

Extracto p. 84
« un verdorterrible" Benjamín Labatut



Esto serácohomología de hoces de grupos abelianos
en un espaciotopológico (general ) , y luego para
haces cuasi - coherentes en esquemas noetheriano .

I

91
.
Varias cosas básicos previos .

A- = anillo conmutativo con 1 como siempre .

Mod (A) = Categoría de A- módulos , morfismos A-hioides .

Ej .- mod (4) = Categoría de grupos abelianos = : Qb
mod (b) = Categoría de espacios vectlk =: Vectr
la= cuerpo)

Def .- (1) un complejo de caraduras de A-módulos es

¢ : . . .

És [ i fi"¥ . . . d¡+ ,
o di = O Fi

(2) ha i-ésimo cohomología de [
°

es

Hi (E) : = ketdi+1km (d;)

(3) C es una sucesión exacta si bendix = Jmdi
,

Fi
.
Una sucesión exacta corta es

o → M → N → p → 0 .

☒ .
- En la vida tambien hay complejos de cadenas
y homología !



Algunas cosas útiles de álgebra homológica
basados en "Perseguir el diagrama .
(5 lemma)

tema de los 5 cosas : Dado el diagrama conmutativo

m-NIFET.rs
b
,
disom

. ⇒ C es isom .

a sobre _Ti →"ni →¥→% IRÉ en pamú malocon M=A-MIRE]
→

Lema de la ele : Dado el diagrama conmutativo

n-x.IFI.TT
t.fr ttí

t.fi?o-Y%adaY-bHY--
Entonces tenemos sucesión exacta

tan f , → kerf, → buf,
↳ Coker f,→ coherfz→ cobnf, •

[aquí todos los morfismos son inducidos del diagrama]excepto el morfismo " conector" S

Df .

- Dados dos complejos de concedemos C
°

,
J

.

un

morfismo q : C- J es una colección

conmutativa de Ci → Di .



÷. f : C → si ⇒ Hi (E) → H:(D) .

-

|
. . .

→ e
"
→ ci → cit ' → . . .

y perseguirL ☐ te
☐ tu

diagrama !]
- .

.→ Di-
'
→
Di → Di+1 → . . .

toma sucesión larga exacta en cohomología :

Dodo o → LE→ [
°

→ De → o exacta

corta de complejos de concedemos
,
entonces

se induce una sucesión exacta larga
en cohomología

• . .
§ Hi(E) → Aiki ) →Hijos Hi"/B.) → . . .

Doy : Se usael lema de la serpiente que en efecto
es equivalente al lema de lasucesión
larga exacta en cohomología :

Por un lado
,
de o → 8°→ [° → ☐

•

→ o sacar

Bifgmqi-1 → Cifgmoj- i → t.si/ymyi- , → °
t t t

o → berf¡+, → bergin → tan h
¡+1

y usar lema de
la serpiente .

Por otro lado
,

si X
,
Es ×,→ ×,

→ o a→ ✗Íbaa→ ¡ → É>→o
tu t

o → ¥
,
→ ¥1 %

⇒
o→ ¥

,
→ Ya→ Jmb→o

÷ ± ±

y luego aplicar lema sua .
exacta larga ••



Dado 5- hay de grupos abelianos en un espacio
topológico ✗ , Tendremos una resolución de
F por haces

"

inyectivo" :
O → 5-→ I

' Í I ' Í . . .

,
es decir

,
una concédeme exacta

.

Luego tomamos secciones globales MX, _ ) a I.
•

:

o →MI) →Mx
,
IY → THEY→MX,I)→ . . .

( la cual puede noser exacta ) y de aquí
tomamos cohomología :

Hill
,
F) : = Hi (MX

,
I))

.

ole : Notar que o → F→ Ti→ 11→ . . .
exacta

⇒ o → Mx,E)→ MX , 5)→ Mx ,II. exacta

:
. KalMx ,E)→ rlxísi)) = A✗F)

A •

HE×
,
F)

PERO podrían haber muchas resoluciones inyectores
paraF , ¿porqué está bien digerida la TÍAF) ?
Esto es homotopía yve ligado con objetos inyectivo .

[De hecho el problema más bien pasará por
la existencia : «categoríaTiene sugerentes inyectivo?]



Df .-

(1) Dados dos morfismos f , g : A:
→ Bo

,
se dice

que son homotópicos (5- ~ g) si existe coleccion
de morfismos ki : Ai → Bi -t.fi tal que

f - g =
alta + Kd [los d son

los

• . .

→ Ai- '→ Ai → ÁH→ .
. . morfismos decoradores]

.
.
.

→ BÍÍÍÍBÍÍÍÉGIH → . . .

(2) AI , B
°

son homotópicomeute equivalentes si
] f : Ai→ E y g : B

↳AI tal que

f o g ~ 11po Go § ~ MAI .

da : si fng ⇒ moigsmo entre cohomología es
el mismo [ pura definición] .

Si AI ~ Bo
⇒ los cohomología son isomorfas .

DD .
- Un I c- Mod (A) es inyectivo si te#I

y Y
CCI B

,
J B↳ I tal que hog

= f .
(no único)

C Es I

*pjizn
[⇒cot. obel

.

Honk-
,
I) es exacto]



Notar
que entonces dos resoluciones uiyectivos

son así homotópieas y la pmctorialidad de
MCX

,
-) produce irsomorgisrnos en cohomología . . .

o → M → Ir → Iz→ . . -

tu tt
, tfr

o → M → J,
→ Jz→ . . .

Por la uiyectwidad
,
tenemos tu ya que

1-1 → Ir/M - Ia
'

'

→ ¿ 3- ya que es
'

inyectivoÁsJaja Ja
existe ya que

ambos exactos
( M vs o en Jz)

o

• • o → M → Ir → Iz→ . . -

Hiatt 91111 gi son
o → M → I,,

→ Iz→ . . . las composiciones

K
,
sale de la uryeclimidad de I, ( indep .

de oye ! )

Queremos 11 - G , = dbf.tk, al

•
: usar I, → IÍM - Ir

11 -q
-DX

,

µ . JK
, por ingechidad

°

I,"
Si me M ⇒ 11 - g, (m) = m

- gnlm) = M- M = O



etc
. . .

Hacer esto para haces es cojear y pegar lo hecho

para A- módulos . . .

Una Categoría Abeliana Y es una categoría
que se comporta como Qb = Cat

. grupos
abelianos

.

1-En efecto alfinal le es subcategoría de Qb]
Y eso dice que teoremas generales que se
demostraron en Qb son igualmente válidos( en G , y el punto es que en Qb se usaron]
elementos persiguiendo el diagrama !

0ns (X) : = haces de grupos abelianos sobre ✗= esp.Top .

Mod(X) : = haces de Q-módulos sobre un espacioanillado
(X, Ox) .

Qco (X) : = haces cuasi-coherentes en un esquema X .

Coh (X) : = haces coherentes en un esquemaX .

Tenemos guuctor exacto izquierdo M : QbA)→ Qb

MX
, F) = secciones globales deF



☒ .

- Un gameto covariante F : G→ B entre
dos categorías abelianos es aditivo si
¥ A

,
A' E M el morfismo inducido

Horn (A) Á ) → Hom /F(A)
,
FIAY)

es homomorfismo de grupos abelianos .

[ A¥ Á ⇒ FIA) FLA) µ Mi, _) ok
Fg

" ÁÍTÁ ⇒ aditivo es FH+g) = FG)+Flg]
F es gunctor exacto izquierdo si es aditivo y
o → A → Á→ Á→ o ⇒

o→ F(A)→ FCÁ)→ FCÁ)
exacta exacta

[ exactoderecho ⇒ o a laderecha]
[ exacto ⇒ ambos cero]

[ contrariamente lo análogo :

exacto izeq : aditivo y o→A→ Á→Á→ o ⇒ o→FIA
")→FAY
FÍAI]etc . . .

Ejmr le cot. abeliana y AEG , entonces :

Hom (A)→ es covariante exacto izquierdo
Homl- , A) es contaminante exacto izquierdo.

DD .

- Great. abeliana con siguientes uiyectioos HAE U ,

J o → A→ Ii resolución exacta por inyectivo). Sea
F : or→ P puntos covariante exacto izquierdo .

Un

punto derivado derecho de F es : DadoA c- ve y
a→ A→Ii ⇒ RIFA) : = Hi (F(II) •


