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Thuram 1.1A : sea lr una categoríaabeliana con suficientes
niyectivos , p categoría abeliana y

F : or→ p puntos covariante exacto izquierdo .

Entonces
,

(a) Hizo ,
RIF es aditivo de Cr- B e independiente

de las resoluciones inyectiva elápidos (salvo e) .
(b) F = 12°F

(c) o → A
'
→ A → A

"
→ o corta exacta ⇒ ] Si : RIFIA")→ ÁHFIÁ)

Hizo y la sucesión exacta larga

• . . → RIF(A) → RIF(A)→ RIFCA
") RittF(A) → . . .

(d) Dado exactos
o → Á → A→ A

"
→ o ⇒ Tenemos diagrama conmutativo

o → É ÍBI É" → o en sucesiones exactas largas .
(e) FI c-Or inyectivo ⇒ RIF(I) = a ti> O •

Resoluciones blues
, proyectivos e inyectores

Lenny : Todo A-módulo M admite una resolvieron libre ,
estoes

,
una sucesión exacta

• . . → Fz ¥ Fz F.
¥ M → o

con Fi A-módulo libreV-i.si A es Noetheriano

y M es g. g. A-módulo ⇒ se pueden elegir
Ei g. g . .

Doy : • Elegir generadores { asi }¡es de M (pueden ser todos por ejemplo)
•

f. : Fo := ☒A → M - o , 1; ↳ Gi .ies
• luego iterar con f, : Es → ker(f.)→ o ,

etc
.

• Si A Noetheriano y M g. es ⇒ bulto) g. g .

etc
•



En categorías abelianos generales no es claro que es un
objeto libre . . .

Dj .- Un olfato P es proyectivo si K C↳ B→ o

y Y pts13 ,
J P Es C talque hoy = 8 .

Cinámico)

C → B → O

☐ %

[⇒aat. ohd .

Hom(P
, _) es exacto]

Para A-módulos
, podemos caracterizar A-módulo proyectivo

de variasmaneras [Tarea Fulton : 11 equivalencias ] .

lema : P A-módulo es proyectivo ⇒ J P
'
A-módulo tal

que PIOP
'
es libre

.

Dowd .- •Tomar ☒A↳ P→ o ⇒ P↳ ☒A
⇒) Ig , ¥11 ⇒ ☒ A =P⑦

'Kah

⇐) • C → B → o

q

TRp←p↳=☒A •

3-

• Si A = dominioideales principales ⇒ P A-mod g. g. proyectivo ⇒ libre .

• Si A = 21EH] ⇒ I= (3,2+55) . es proyectivo (aii) pero noes
libre

Tee : A uoeth
,

P A-módulo es proyectivo⇐ localmente libre
.



¥ .

- ☒ no es proyectivo como 2- módulo .

[ ☒ (p) = } % : 4- LA } = ☒ no es 7-módulo libre]É
"

Ed
cb .

¥ +
C-ad) •§ = O

carro

DJ .
- Una categoría abeliana tiene siguientes proyectivos
si tf objeto M

,
existe P proyectivo y P → M → 0 .

De esta forma Mod(A) Tienen suficientes proyectivos . Si
una categoría abeliana tiene suficientes proyectivos
⇒ tiene resoluciones proyectivos lfohgeto M :

→ . . . → pz Es P, P
.

¥ M → O
.

PERO Qcoh (PI ) notene siguientes proyectivos . Se puede
crear situación contradictoria con P→ 0ps → O

,

Pproyectivo .

↳

[ • con l>>o
>
MÍ

,
P(e)→ Npi

,
Ole)) o→ 0µW→Opi Kpts0

• tenemos cfpn (-l- 1) → Hp)→ o donde PEPI {
• P proyectivo ⇒ P → cqp , → o

-

¿ existe + 0*(-1-2) → fi- e- D→Ha
±

¥-1 - 1) → up) → o

⇒ ② dpi (e) y tomar secciones globales →← ]

Def .- Una categoría abelianatiene suficientes inyectivo
si objeto M existe I inyectivo y o → M →I exacta .

Luego la coteg tendrá resoluciones inyectiva :

o → MÍ I.¥ I,¥ . . .



[
o → M ¥ Io → Iolzmq

.

Es I
, . . . ]→

¿ Qué es ser inyectivo en ejemplos ? ¿ Tenemos
suficientes inyectivo en Mod(A) ? ¿ En ab?

lenny : Un A-módulo inyectivo I es divisible .

[ ie HeI y todo caeA no divisor de cero, ZYEI tq ✗ = ay]

Dey :

EE .
o → A ↳ AT If

⇒ a • §(1) = f-(a) = ×
,

÷

tema : Un 21-módulo (grupodel) es inyectivo⇐ es divisible
.

Dey : • Considerar o → A→ B ☐

*
[

• Usar lema deZorn para LM,g) donde AC M C B

y G : M →I extensión .
Una cadena ascendente

tiene cota superior ( tomar la unión ) ⇒ Existe
elemento maximal (M ,g) y si M= B ⇒ listos .

• Si no
,
sea ✗€ BIM

.

• Sea MI = M + Zx C B
.
Si la suma es directa

⇒ listos (gin) puede ser cualquier cosa) y →←



• Si no
,
sea D= mínimo entero > 1 tal que dx c- M

M zx
o → A→ M → B

a. ☒ Es
• YA que I es divisible , 3-UEI tal que

g ( dx) = du .

• Luego ajlm + KX) := glm)+ KU

es un morfismo bien definido .

[ Si mtkx = n + jx ⇒ m- n= ( j- b) ×

⇒ j - la = } . d. .

Así

glm) + tan = glnt }dx) + km = gli) + } du + tan

= gin) + ju ]
÷ g

'
bien definida →← : M- B

•

Leung : Obtiene sugerentes inyectaron .

Doy : M = grupo abeliano , M
"
= Horn (M

, afk)

p.IR : M → (M')
'

,
m ↳ [ 5- ↳ 84)] es 1-1

• Sea o =/me M ⇒ ] f : <m>→ 9/4 con fcm)-1-0
[ya que su degmcion depende del orden de m en

M Y 04¢ tiene elementos detodos los ordenes]



• 01¢ es divisible y así inyectivo .
• Luego extendemos f a un morfismo § : M→ %

M -HI
• así Y es 1-1 •

ahora
,
consideras +07L = F → Mí→ O

IEI

⇒ o → (NY → F
'
- THE)
i. c-I

y ITLQIIZ) es divisible ⇒ inyectivo .

IEI

Luego o →MI (MUY-11-(0/21)
si c-I

ad

tema : Mod (A) tiene sugerentes inyectivo .

Doy : Mirar referencia en Aortshorne/notas Tenía
Tevelev 511 •

Lenny : (X
,G) espacio anillado ⇒ Mod(x) - Cat.

de los Ox-módulos tiene sugerentesuiyeetvos .

Doy : En Hartshorne p. 207
: Dodo 5-c- ModA)

,

Fx ↳ Ix para ✗ C-✗ y Ix inyectivo .

⇒ ] 5- ↳ J =#✗ j*(Ix) , j
: ✗↳ ✗

y

el 8 es miyectivo •

tema : ✗
esp .Top ⇒ QBLX) tiene sug . iuyeetios .

Dex : Tomar Ox :=3 hay const. : . Oh = ModA)
•



Def .- ✗ = esp .Topológico .
MX, _) : QBCX) → ab juntos secciones globales .

Se definen los punteros cohomología HILX,→
como el guuctor derivado derecho de MX, _ ) .
Dado F c-QbA)

,
los HillF) son los grupos

de cohomología de F .

DJ .

- ✗ = esp .Top , FEQBLX) es glasgue si
V SU ⇒ 5-(U) → 5-(v)→ D .

tema : (✗ , 0×7 esp . anillado ⇒ inyectivo A-mod
es gcosgue .

DE i DadoUÉX abierto
,
tenemos Ou : = j!@✗ la) en X

que la restricción extendida a o fuera den .

• Sea I inyectivo y VEU ⇒ o→ Ov → Oz

⇒ Hanlon E) → Homldv
,
I) → ° (Efira)

" "

I.(a) IW) •

Prof : F glosque ⇒ ÁYX
>F) = o Ei >o .

Dez : • o → F→ I inyectiva y G ÷ Ilj .
• Como I es efosque ⇒ G loes . [Tarea] .

• Como F es efosozue
,
sabemos que

o → 5-→ I → G→ o



O → 5-→ I → G→ o

⇒ o → M(F) →MI) → r(g) → o II. Ex
.

1.16 b]
o → r(E) →MI) »Tcg) → HYF)→HYI)→µ '(g) → HYE)

•
"

t
• Sabemos que Hill, E) = O i > o a#(I)

÷
⇒ HYX

,
F) = o y Hill , F) = Hi

- YX
,g) :

fi>2 .

y
así usar inducción •

del .- Mirar Hartshorne : situamos resolución acíclico
⇒ se puede calcular cohomología con esa
resolución . Como los migratorios de mod (X)
son efonques y así acíclicos ⇒ se puede
calcular la misma cohomología que en @A) .

del. : (× ,4) espacioorillado y A = MX ,dx) ⇒ FF

A-modulo tenemos que MX,F) es A-módulo .
⇒ Todos los grupos de cohomología serán
A- módulos .

Si ✗→ SpeeB
,
entonces serán B-módulos

.

En particular pensar en variedades → Speer
⇒ Hill,F) son K- espacios vectoriales .

teorema ( Grothendieck popa en Tohoku 1957 )
✗ = espacio topológico Noetheriano dim n
5- = hay grupos abelianos

⇒ Hi ( ✗ ¡E) = O
,

i > n
.


