
ya24

18/11/2021
Dualidad

de serie



Primero necesitamos un preludio con Ext . . .

(✗
, 4) un espacio anillado y los Fserán A-módulos .

• F
, G Q

-módulos ⇒

Horn¥ >G) es el grupo de morfismos de A-módulos .

tlom(F) G) es el A- módulo asociado al prehay
✗

U ↳ Homu (Flu , Gta
• si Fqjo , Hong(F) •) es qmctor covariante exacto por

la izquierda de Mod (X)
a Orb

.

Han (F) •) % a ModoA)
.

✗

Como Moda) tiene sugcieutes inyectivo
,
entonces

Dj .- Sea (✗A) espacio anillado , F A-módulo . Se definen
los gunctores

ExtKF
,
• ) = pmctor derivado derecho de Horn

✗
(F) •)

Guti#
,
• ) = % deHom¥, •)

ohsnlr De esta forma Ext- Hom y Exti CF, 9) = a ti>o
si 9es inyectivo .

Roy : KG c- Mod (X) tenemos
(a) ExtYA

,G) = G .

(b) Estilo× , g) = O ti> o .

(C) Extilclx , G) 1 ÁYX ,G) Hizo .



Dey : • Jtom
✗
(q )

. ) es el gunctor identidad
⇒ gunctores derivados son 0 y así (a)ylb) ok .

• Horn (dx , • ) = MLX, • ) y así misma cohomología •

Prof : Si o → 5-
'
→F→ F

"
→ o exacta enmod(x)

y G c- modG)
,
entonces hay sucesión

larga exacta

o-sltomlFYGYHomCJ-fy-HomH-jgtf.rsEXTYF"
, G) → ExtYF,G)→ . . .

y así para Ext .

Dera ; o → G → 9
•

inyectiva .

Para cada 9

inyectivo , tenemos Horn( • ,9) punto exacto .

⇒ tenemos sucesión corta exacta :
o → Horn(E

"

,
9) → HomCF

,
9) → Horn(¥

,
9) → o

y luego tomamos la sucesión larga exacta

en cohomología . Similar para Et •

Prop . 6.5 : Suponer resolución exacta

• • . → L
,
→ Lo→ F → o

donde los k; son loa .
likes de rango junto .

Entonces ltg c- mod(X)
,

GutiCF
,g) ahi (Hom (2. , GD .



Prop .

6.7 : L localmente libre rango junto
L"

: = Homer, Ox) el dual

⇒ Ext" (5-①2
, G) 1 EXÉYF , sí⑦G) ,

F
,G C- mod(X)

.

Teorema : ✗ = PI
,
la = cuerpo , wx =ÑR✗ha = Oxlkx) .

Entonces
,

(a) HYX
, Wx) = K . Fijar un isomorfismo ;

(b) Para todohay coherente Fen X , el natural
poiring

Horn (F
,WD × HYX>F) → HYX,Wx)xk

es un pergectpoirimg de espaciosvecthadim jinete .
(c) Hizo

,
existe un ruorgismo natural gunctorial
Exti (F)Wx)I H

"-"
(X
,
F)

✓

donde ✓
es dual y para i = O estamos en (b) .

"semi :

(a) Ya sabemos que Wx I Op:(- 1- n) y por otro
lado

ya
sabemos HY ×

,
OG1-D) a K .

(b) Dado o→ F → O
•

por inyectivo y asíte
un morfismo

o → W
✗
→ T

.

entre cohomología

Ese es el natural paisanos .



• Si F a clx (q) con g-C- 21

⇒ Hom (F) Wx) a Horn(d)FEwx) I Hom(d)dtq-n -D)
= HYX

,Al-q-u-D)
⇒ usamos el cálculo que yatenemos paracohomologíaen PI

.

• Para F arbitrario coherente
,
usar

*) Es → Eo → F→ o

con Ei = +00×19;) . Como Homl_ , Wx) yjunto

H
" (×
, _Y son gunctooscouhovóuoutes por

la izquierda , obtenemos :

° → Horn(F
,WD→ Horn(Eo

, wx) → Horn (G)wx)

* | f. t { Eanteuir) /Euterios
o → HYX

,
5-5 → HYX ,EI → AYX¡4)✓

Y
romper# ⇒ f 1 por

el tema 5 cosas
.

+ Anulación

de Grothendieck

(c) Este es el terrible ! Tenemos dos gimoteos
contaminantes :

Extil-
, wx) H

"-4×
, _Y

tales que :



(1) Don sucesiones largos en cohomología£ { (2) Don morfismos entre sucesiones exactas largasgmctor
a partir de 2 sua .

exactos cortos
.

ambos gunctores coinciden en I = 0 y ambos

son universales [usando la propiedad de
guuctooioaggeceable , ver Hartshorne para detalles] .
-

FA
,
J M→ A→ o con F(M) = o (luego universal)

:. La clase es : F coherente ⇒

E
:
= ☒ uff g) → 5-→ o q»o

y (1) EXÉCE,wx) = ☒Hi (× , wxlq» = a ti >o

(2) H
""
(×
,
EJ a ☒ A

"- ilx
, OFQDV = O fi >o

•

El reemplazo de Wp: . . .

Def .- ✗ = esquema propio sobre K de dimn
.
Un haz

duolnjoute de ✗ es un hay coherente NI tal que :

(a) ] t : HYX
,WI)→ la morfismo

, y
(b) Y F c- Cohlx)

,
el natural poinimg

Hom (F) WE )× HYX ,F) → HYX
,WI)

seguido por t nos da Horn (F) w;)↳HYXFY .
• si WI existe ⇒ es único salvo isomorfismo
Y : WE Is w y t = t

'
° H
" (e) .



[union Hartshorne : IWI , t) represento alpunto ]F ↳ HYX
, _Y : cohlx) → Mod(K)

• W¡ existe para todo X propio sobre K .
Hartshorne

lodemuestra para ✗ proyectivo sobre K :

si ✗ EPI codimr ⇒ w¡÷ Extrp:(Ox ,Wp;) .

[Propósetion 7.5]
.

y [hrollory 7.12] : si además ✗ es nosuigulor
⇒ wi = 0×1%7 .

Por el general nonsense Euterios tenemos Hizo
y
K 5- c- coh(X) morfismos naturales

Ó : Exti (F
, WI ) → H

"-4×
,F)

✓

,

y
ambos son 8-gunctores que coinciden en i= °

y
Extil- ,WI) es universal .

[ X proyectiva y ☒Of-g)→ 5- → o q>>o nos daría

un H
"

(✗ , WI(g)) = o (serie) , no importa NI ]

El problema es mostos que H
"- ILX

, _
Y es

universal
, y eso pasa bajo ciertas condiciones

en X .

[ ie Cohen - Macaulay [Ox, p son Cohen -Macaulay Hp c-×] ]y todos los componentes de igual dimensión

• Si A es un ómllo local Noetheriano
,
una sucesión ×, , .. , xr C-A

es regular si ✗¡ noson dio cero y ✗¡ no es día de

cero en Atm
. . , Xi-D

°



La profundidad depth (A) es el largo máximodeuna
sucesión regular . A es Cohen-Macaulay si depth(A)= dim A .

• Y C ✗= mínimos
, Y = ideal de Y .

isquemia cerrado
Y es intersección completa local <⇒ Flor . generado por

✓ = codimlY,×)
entodo puntos .

÷
. Y es Cohen- Macaulay ,y es normal <⇒ es regular
en codirn 1

.

Thuram7.6 (Dualidad de Serie para esquemas proyectivos)
✗ = esquema prog . Iría de dim n .

W¡ = hay duohyonte , 0×11) hazmuy amplio
Entonces :

(a) Hizo , YFE CohA) existe

Ó : EXÉCF
,
w;)→ H

" il×
,
FJ

donde 0° es el de la colegiación de WI .
(b) los siguientes son equivalentes :

Ii) X Cohen -Macaulay y eqmohmenaouol .

Iii) Y 5- loa
.

libre
,
Hill

,
5-(-9-7)=0 ti<n , q»o .

Iüi) oí en (a) son iogisvuos Hizo , FF C- CohA) .



En particular resulta para ✗ proynósengulor y así

Teq ( Dualidad de serie pedestre)

si ✗ = Ver
. proynosiuog /⇐Ta y F loa. libre en X

⇒ Hi( X
,
F) = H

"- il ×
,
5-
✓
⑦ 0×(4×7)?

En particular , si F = ④ (D) , entonces :

Hill
, 0×1DD a ti

- i
(✗

, Oxlkx
-D)Y

.

Así para dimension n
= 1
,
no sería necesario calcular

H'
, y por ejemplo tíldx) = ti(0×41×3) el cual es
género aritmético : Estamos hablando de secciones
globales de Sáx !

Para dim n= 2 : nonos salvamos de H' perosi de H
'

y de nuevo tílclx) = MACKxD el género geométrico.
Resulta que sobre ¢ , tú(A) = ti(RE) porteoriadeHodge .

con un pequeño agente se demuestra .
.

Con 7.8 ( lema de Enriques - Severi- Zoñski) si ✗ es esquema
normal prog de dim 7 2 y F loa .

libre
,
entonces

HYX ,5-C-q» = o Hq»o .
dmn✗72

Ej .- si ✗ CPI von . nosingular y H lupersupegicie
⇒ ✗ A H es conexa (y así variedad srosimgulor
cuando H sea general (Bertini)) .
o → 0×1-d) → A →%» a (nosiguiente ⇒Tiñteoi! )
o → dxl- ed) →A → de*⇒ o leH mismo soportequeA)
% AH → HYOE*) ⇒ HA*) = k y asíconexo•
K
"


