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§ 5 .

Variedades singulares .

Variedades pueden ser singulares y así
localmente tenemos toda una gamma [el
contrario de loque sucede con

morio es]

DJ. Y C- AY variedad aquí , ILY) = (fr ) . . .fr) .
Y es nominada en p ⇐ rango [¥;ftp.esn-dimti .
Y es nohingulor si loes HP .

Ejr Y = { flxm.in) = o} C- /AY ,
entonces no

singularen Pes 2¥¡ IP) -1-0 #i .

Una recta en /Afa es nosingular .
Si pe { fzlxiy) = o} cuáduia ⇒ digamos

P = (ao) y singular ⇒ fz = aEhtbxytcyr →←

( reducibles) :. cuóohica es nosingular .
[ ✗4- ya+E-%£¥a%É]

Ejr { XP+ YP+ 1 = o } ⇒ chorp dice singular
en todos lados ? . . . px

'
- '
= o py

P
- '
= O

Peroes gactovyable
( ✗ + y)
'
+ 1 = gaetouisohle !



• Alpiel será independiente de los generadores .
• Zoniki : Esto de ser singular no depende de

YC Ann .

Def A = anillo Noetheriano local, me= iotadsnox
A/me = K a cuerpo residual . Entonces

A es regula ⇐> dimaamlyr = dimA .

Ej .- Á= 21 , A ÉL(p) a (p) y 24%5-24
Y %⇒ = <P> sohak .

"

a

Por otro lado ,
dim ZI = 1 (a) G- (p) G- 21 .

1 = dim 21 (p) ( (a) G- (p) §A) .
. .

[Notar
: me es A-módulo y me c me

submódulos

⇒ melmei es Aline - módulo , ie, K -espacio vectorial]
Teorema : Y C- /AY von . aquí sobre K , PEY. Entonces ,

pnósuigular ⇒ Op,y es regular .

Def : • P = (ar, _ . , am) , Olp = Gi - ay ,
_
. > Xu- an) < KE, , . . in]

• Definir O : k-kim.in]→ tí
,
O (f) = ( Haw

)
'

:

lineal Hank]
•
: D-( ✗¡ - a;) forman base y ①(of) = O



: . ① : oriya;
→ bí

.

• Sea I el ideal de Y en bikini xD , I
= (tu . . ) fr) .

⇒ el rangode [%÷µ] es dim OII) en bí .
• Por Ó

,
es lomismo que dimkftopyoifen4.fr} .P

• Por otro lado
, Op,y a ALYLRP y así

Ynez = 04%+42) . %Ñ%Mp¥
: dim, Wehner + rango[3¥; (p)] = dinzoyoi;

= n

• Sea dimY = r y sabemos dim Op,y = r (anterior !)
⇒ Opie regula ⇐> ahinzmlwez = r

⇐ rango [3¥.jp)] = n
- r •

D⑨ Y una variedad .

Entonces decimos que

PEY no-muertos ⇐> Op,y es
anilloregular .

Y es no-singular si loes LTPEY
.

• Por supuesto, alfinal del día ,
unotoma

su vecindad ogúr y saca
"derivadas

"

.

Ej : { ✗
"
+ y
"
+ zntw

"
= 04 en P? , Harkin) = 1

Y
"

nxn
- '
= o n y

" - '

= O nzn
- '

= o ynw
"
-

"

= O

⇒ ✗ = y = 2- = W = O →←
•

'

. es no-singular .



Pnop-5.LA : si ÁÍ anillonoetherianolocal , Almería
[AM, con .nu] ⇒ dimrmelmer Y dim A .

teorema : Y variedad ⇒ Sing (Y) G- Y cenado.

Doy ;
• Y= UYI

,
Yi egin : p.d. Singh)AY¡ es cerrado

• Sabemos que
en un punto cualquiera

dime & ,y E dimzmlwyz =
n - mongola)

y
así saugtoc En -dim) ( = ⇐

> hosíug) .

=

•

Sing (Yi) = { p : rango Joclp) ( n
- r}

= Z ( I(Yi) , Icn-r × - r)))
Tsubmotuies de

-

e .

⇒ cerrado .

• Sabemos Y binacional a hyjessupeigrcie en1PM
⇒ abierto dondeson isomorfos .

• ahora SingY = { Pc- Y ; 2¥¡
= o enP ti }

• Si SingY=Y ⇒ 2¥¡=o enY y
como IIY)= (f)

y grado gradoA)-1 Vi ⇒ ¥,⇒ Vi

• Char =o ⇒ →← ya quesi Xi aparece en f
⇒ 2¥.

-1-0 (comopolinomio) .

• chan
p
>o ⇒ ¥,¡ = o ⇒ f = glx? )

Vi

Tomar raíces p a coegcientes ⇒ 7GW , .
. An)

, g- = GP
( bite) →←

•
: Sing(Y) 4- Y •



Completarían : Motiva la descripcion local de los siug .

A > me anillo local ⇒ tvfoohi topología y A se

[Amigo] completa con esatopología : A→ Á = hm Alwyn
←

y
si A Noetheriano ⇒ A↳ Á .

Ejlí (D)CZI p primo . Kip> = A > (p)

y tomar Zen/(E) = 211pm
4pm → 4pm ' Eep> =p-ádia enteros .

Ejml , - KEES , KEES,⇒ y KEES
,⇒

= KEES] elanillo

de potencias gominolas .

(Exacise 4.7) si PEX , QEY ✓
.

con Opie fax
como

la - álgebras ⇒ cuerpos de fracciones

son isom⇒ ✗ Taif . |Mucha información !

PERI y es
más local .

Por ejemplo,
siAkley
¥ cúbico

⇒ marines
X
quedo

µ:*",} ✓ ←
¥7 lnátiea ⇒ Opine Íqy

( 1nodo)
⇒HÁ i

\ modo aquí 3 pero✗ #biit .

pero Ynoes . Y-jj.simgtit.IE#@-yg(F)=M-DY---1-- 2
IÍIMEÜEÉÉÁ : A >me anillo local , A- completarán .Noetheriano

(a) Á local , Ire = meÁ y A
↳ Á

.

(b) M f.G. A-
modulo

,
Ñ con respecto a MM ⇒ MIMAI .

(c) dime A = dim Á

(d) A regalar ⇐ Á regular . Si haA y dimeA-
n

(Fhm)
Ñ IKEY ,

_ .in]] .



DIM : PEX
,
QEY son analíticamente si Óp,✗ =Óai,

como K - álgebras . [preserve dim , puntossuaves son analistas]

El .- { ya = HUH) } = Y → 0=190) ⇒ Óo
, y
= KEITH,> . [no preserveintegralidad]droít2

Primero , KETTYya_x-P) ± Jo,y . #-7=0 (dominio
✗+y =o

Idea : ] q = y +✗ + ga + gas + . . .

h = Y-× + ha+ ↳ + . . .

Si,hi horno gradoi

tal que ugh = y2- ✗2- Es .

•

.

.
un automorfismode KEEN] , g ↳ × ,

h ↳y .

(y- ×) ga + (y+ ×) hz =
- ✗

3

Como <y -× , y + ×>= Lxijy c.
K[× , y] ⇒ -782hr .

4 +Ah } 1- (y-×) gas =
-gahz y lomismo ,

etc
. . .

ver más en los ejercicios feos . 5.14) . . .

Él# { 5- = fatf>+ . . . + fm } FATEH o ⇒ puntos dobles .

designios puntosE

p = (qe ) Mp ( Y) = grado/fi
: i menor ) dobles .

modos { ✗4×+11=5}
*
,
aispide } y?ni}

Teorema 5.7A (Teoría
deeliminación)

-

¥ .
- -

. .

Sean f, , . . , fr polinomios homogéneos en Xo , . . >xn Con coeficientes aij .

Entonces
,
] oyn , . . . , aoz polinomios en los aij con coeficientes en TL

los cuales son homogéneos en coeg.
de cada 5-j ,

tal que :

ParatodocuerpoK , y cadatuphe ouijeb ,

ZCS
, ,

.
.

,
Sr> =/ $ en P

"

⇐ Zlgn .
. .

) Gt) =/ ¢
en #× .

. . xptt

Paréntesis topológico : ✗ variedad sobre ¢ puede verse
con topología inducida por CIN. Si dimF-2 ,

normal
,

PEX punto cualquiera, existe el link M = 2BMX dim
real 3 [pasatelo detalle mirar D. Mumford , 1961 ,



"The topabanof normal singogondgsurgoceomdaaiterionogsuupháhjif
Tee : T, IM) trivial⇐ P es no

-singular en X .

Si ✗ es localmente enP homeomorfo a un
abierto de E ⇒ TKM) es trivial .

Recordar la situación Alq.EE?Y2-- ×
?

} c- AZ .

M simpáticos en dim ✗= 2 son los espacios
de Lens Lan,q) : = 5424m 53-31×5+412=1 }

(✗y) te (Hitty)
Se relacionan con la

correspondiente singularidad iízmmad.FI?Emen (OM)
.

sirves miuegenloi)

y para
distintos q , no

SOTÉmiomorfos en mamey
.

general • ( '

Sma n-sm.gr ⇐ 79-1=-1 (m))
.

citan = cízm ⇐ 94=-1 (m)

% 9/2
-

homeomorfo> 4m ,g) ⇒ QQ 11m) ¥ Y ]{ homotópicor Llm , g) <⇒ qnqz =± Mm) ,
#nEN

E. =3 - I § = 5


