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Intersección enPI
. WH

¡ ojo ! Teoría de intersecciones gía vital , el
nos de la geometría algebraica .

Dadas Y
,
Z C PI variedades proyectivos , queremos

definir grado(Y) y orden de intersección de
Yy Z en una componente W de YAZ .

Luego y. =L = EN>
z ;W)W

y ZIIY,z ;w) . grado(w) = grado(Y) . grado(Z)
.

Ejr En intro a geo. olg . oimos que si mcd(Fa , Ge)=L
⇒ { Fa = o } • {Géo } = [ Ik,Ge ;D - P

c
"

É Perro

y
Z Ilfa

,Gejp) = d.e (Bégout) .

grado(c) = el = intersección de C con
recta general en TI

Intuitivamente : YCIP
"

ver
. Roy ⇒ grado(Y) =#(YAL)

con L = bar
.

lineal de Pnsug . general dim= n- dimY .

[t ir]EP
'

{[t?Eh,tú,sí]µ -1×+13y+ CZTDW=o }

Ej : cúbica tosido tiene agrado 3 .

⇒ ii.¥ÉEü÷÷.



Te :(dim ogín) Y
,
Z vos

. en Ana . Entonces ,
todo componente irreal W de YAZ tiene dim > dimittdimz - n .

Dex :

• Asumir Z= { f = o } . Si YCZ ⇒ listo [dime > dirá-1] .

• SiY☒Z , p .
d

.
cada comp .

W tiene dim = dimy- 1 .

• Comp .

irreal
.

de Ynz conesp . a idealesprimos p
de AIY) que contienen

a (f) , y por Krull (Tim 1.11A) y la
relación entre altura y dim

tenemos que
dim AHYP = dimY-1 .

• Casogeneral : Y✗ Z E IÁ
"

,
dim (YXZ) = dim(Y) tobin(z)Korea) .

Sea A = { (Pip) : peAu } ⇒ A= tan atraves de Pts (pp), y
Ynz corresponde a (Y✗Z)MA .

• Como A tiene dim n y
dimY+dimZ - n = (dimY+dim7) + n - 2n

⇒ demostrar para⇐⇒AA .

• Pero A = { ×, = ya , . . .

, xn = yn } ⇒ aplicar loanterior n veces•

TI :( dimProf) Y,
2- ver en P? Entonces

,
toda comp .

de YAZ Tiene dim y dimY +dimZ
- n

.

Además
,
si dimY+ dimZ - n zo ⇒ YAZ#¢ .

Doy : • Premiere parte atraves de cubn . afines yteoanterior .
• Pero losegundo, sea CLY) y CLZ) conos afines #Í .

- • (Tarea) dim CLY) = dimY+1 , dimclz) =
dimz +1

Y CLYJMCCZ) =/ ¢ Ir
"
s

• Luego cada comp .
de CLYJACLZ) tiene dim > lr+1)+(xD-4+1)

= rts -n +1 > o



⇒ CCY) n CCZ) Tiene punto =/ la . .:o) ⇒ Ynz -1-01 •

Ahora vamos a darle un uso a SCY) = ktiosxr , . . -KIKI(y)
de una variedad proyectivo . = ☒ Sol

fidt-dimksddzoDQ.hnpolinomio numérico es un pez) c- ☒[Estal que
pÉn c- Z .

Prof : (a) Si PCZ) C- ☒[Z] es polinomionumérico ⇒ 3-Co, . . ., Cr C- Z

tal que Plz) = Co(E) +4 (E) + . . . + cr

con (E) = f-1.
zlz-D - H-r+D .

Enparticular RNJEK the 21 .

(b) Si f : 21→ 21 funcione y si
7 Hz) poli numéricoTal que

Af : = fln+D- fin) = Qln) Fn»o ⇒ ] plz) numérico

tal que fln) =p(n) Fu»o .

MI : base e. inducción , ver Hartshorne Prop7.3 •

DJ sea S = ¥
,
osa anillograduado . Un S

-módulo graduado
-

M = ☒ Md tal que Sea . Me C- Mate . Si M es un S-módulo
de21

graduado y le Z ⇒ Mle) es el 5-módulotosido

con M(e)a = Mate .

( Izquierdas
Dodo M S-módulo graduado , el oniquilodordéth

es

Ann (M) : = { se S : s . M = o } . ( es ideal homogéneo)

Si P CS es un primo-hermano que contiene a Ann(M) , se define
la multiplicidaden M µPLM) comoel largode Mp

sobre

Sp ( La maí larga cadena posible Mo G- Mi G- . . . G- Me = Mp)
.

Ejlr M = la [× , y,2%, y f
nivel homogéneo

⇒ My) (M) = l .
Ese serásu mayor uso. . .



D@o.M S-módulo graduado con S = ktxo , . . , xn] . La funciona
deltílbert Km de M es Ymle) : = dime Me , 1€21 .

Pol
.
Hilbert :Ej- M = la [✗Mit#+yyzr) Teoñrt .
- # ✗Eq EH - ver

.

votado. Ym (e) = deglll)+1 = 21+1
R-R

[M = K[✗ir , 2-%,) , ieale)
= ld + 1-@D{d]

* Es (e) = 31 jule) = 41-2

teorema (Hilbert- Serie) M = f.g. S-módulo , 5- baño, .in]

⇒ J ! Pmlz> c- ☒Et] tal que Cmll) = Pm(l ) tl>>o .

mmm
.

Además grado(Pmcz)) = dim ZLAMCMD .

Doy : Ver Hartshorne •

beef : Pmlz) es el polinomio de Hilbert de M .

DJ : Para YEP
"

aoiy . algebraico de dinar, el polinomio
de Hilbert deY es el de SCY) . El gradodeiv
es definido como r ! . coeg.

lider de Pycz> .

Pwp7.to :

(a) Si YCIP
"

y Y# ¢ ⇒ grado(Y)>O .

(b) Si Y= Y, UYZ , dimY-dimk-rydim.LY, AYA) < r
⇒ grado(Y) = grado(4)+ grado(E) .

(c) apodo@
"

) = 1 .

(d) Si Y = { Fae = o } CP
"

⇒ grado(Y)=D
.

DI : (a) Como Y#$ , Pylz) -1-0
de apododime . Por Prop.numérica

intersección } grado(Y) = co e- 21
.
Es un enteropositivoya que Py(e)=4%-1%74>0.

(b) I, ,Iz ideales
de Yn

,Ya ⇒ I
= I

, MI,
ideal deY

.

⇒ o → SII → SII, ⑦ 5-/Ia → SKI
,
+Iz)
→ °

a ↳ ( a ,
- a)

(a , b) ↳ a+ b



Sabemos
que

Z (Ir+ID = Y, AY, ytiene dim
menor que YNYZ

⇒ grado ( Psg#⇒ <r
.

⇒ lider de psj;) es lasuma de líderes PsyF) y Ps#F) .

(c) Tenemos que sacar
el Hilbert de S = KG.in , . . , xu] .

Pero

<wumom> Ygll) = (LI) ⇒ Pglz) = (ZI) y así como líderTienen
.

l

FÚTIL nos da grado(F) = 1 .

(d) Si §,c- S
es homogéneo de grado d

⇒ o → se-d) ¥ s → %
,
>
→ o @ desiempre !)

es exacta y graduada .

⇒ Esq>(e)
= Ysce)

- Cs (e-d) [SEd)m= Scm-el]
⇒ Psx⇒(⇒ = ( ZE)-Fifth) = ¥,>¡

E-
'

t . . .

lo

objnlp; { (
Z{2) _ (Z -d +2) = (2-+2%-2-+1) -lz-di-zyz-d-DZ-dzl-1-ld-DL.dz

.

pjg☒%)
- (Z

-d+3) = G- E + (d- qd)z + 1 1-ld-Dld-jld-D-3siyc.PL
es van . proyectiva y dimY= r , tomar hipusupeyicie

H CPK tal que HAY ⇒ YNH = Z, UZAU . . .UZS dimZi = r- I .

Sea p;
= primo correspondiente a Zj .

DJ : La multiplicidad de intersección de Yy H en Zj es
¿ (Y,H ¡Zj) : =ftp.jls/IytI*)).Teo-

: Y van .
de dim > 1 en P

"

y H hipersuperficie +Y .

Sean Z , , Zz , . . _ ,Zs componentes irreducibles de YAH

⇒

¡
¥
,

IIY
,
H ; Z;) . gnodolz;) = gradoH) - grado(H) .



Doy : Pasa pormirar o → HIM-d) f- SII, → %,+I#
→ 0

y jdtrocroires con los pi , donde se compraron los
coeficientes líderes de polinomios de Hilbert . Mira Hartshorne •

Coz (Bégout ) Y,
2- curvas distintas de PI grados d , e .

⇒ Ii (YZ ; P) =
d.e

.

PEYNZ

Dez : mirar descomposición de Y = {SÍ . . . jee = o } .

Y¡ = { 8¡ = o } , Yi ¢ Z
ti

.

⇒ £ xiji (Yi , z ; p) = ¡
(Y

,zjp)
¡=L

[ Mp (% ,
#D) = ÍMÉ%!; IIZD) -¿ LIMA%¡FED]¡ =\ ¡=\

y luego aplicar elteorema ,
con deg(P) = 1 •

También el teorema de la idea de grado uncial . Si Y= ver proy
dunr en P

"

⇒ intersectanY con hiperplano (grado1) sucesivamente
tal queno

-

n componentes . Luego llegamos a puntos .

•

'

.
E. ICY, hnioljp;) . 1 = grado(Y) .

Se puede hacer estotal
j

que todos
los multiplicidades son 1 .

[
"Iutnsutiontheoy

"

Teoint W
.
Fulton para

• dimite : gnl ZLIPI ) = Eti L mtenuuón general]' "
dime : ([✗¡ A) • (Epjtj ) €21 .

KÍK FÍN qe
m n . rico ? ? ?

n.n
'

'

.

L-EE-D.IE
É = -1


