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Puntos multiples y rectos tangentes .
V = { Fcxi) a o } C HÍI , tela
Fcx

,
EKEX

, y] no constante . Llamaremos a V
curva plana . Notar que F puede ser reducible .

• Fohgiuu umiameute a V salvo wmlt .por constante

[ { F= o } = { zf = o } si charla +2]
• F = FÉ .

.
- FP
,
V = VIF, ) U . . . UVIFR ) es la

|/ descomposición en irreducibles

etnicidadde cada componente .

Si di =L ⇒ componente simple ( nomuthjsle ) .
① ✗ = y

Ejl .- ✓ ( x2 ( ✗- y) ( ✗+Y - Á) ,¥¥ +y = I



Una curva de guardo 6 suaj puede degenerar
a esos tres rectos .

4- ( ✗Y×-y) (✗+y- LP + t y 6)
salvo una ionrhotod pinta det, 4- es uieducibb .
En particular para t cercanos a 0 .

☐÷ ¥
Vt

Degjr Sea V a { F = o } C AY irreducible . Luego PEV
es punto simple (nosuigulor) si Fxlp) -1-0 o

Fy IP) -1-0 .
En este caso

,
la recta

Fx (P) (✗- a) + Fy (P) (y - b) = O
es la recta tangente de V en P = la ,b) .



Si Pnoessmiple ⇒ se llama múltiple(singular) .

Dezl .- si todo PEV es simple ⇒ ✓ se llama cama
no singular .

Ejlíf = Y
'
- ✗4×+13=0 , Fy = 4=0 E = -3×2 - ZX = O

charla -1-2,3 ⇒ y
= O

y
-3×2 - 2x = o

✗ = O o ✗

÷ punto suigulas (0,0)
charla =3 ⇒ (op) charla ⇒ ⇒ (op) .

f- = y
'
- E - P Í÷•¥ y

?
- ✗2=0
"

TE 7
, (y-⇒ lytx)

{ E. = o } = Couj . de rectos tangentes
.



Ejir {1×2+55 +3×2y- y> = o } = V
El punto (op) es singular .

Y /Bx
- y) ✗+ y)F = $+ Fz + . .

- + Fcd

F = 3¥ + 1×4-55 { 3×7
"

-

y
>
= o }

¥ "

conj . de
rectos tomates .

"

Fox.
←¥



Dgt F- lo, a) , F = En+ Fm+ , + . . . + E (Msn) n= deglf)
Fm -1-0

La multiplicidad de ✓ = VLF) en p es MPLF) : = m .

Notar P es nosnigulor ⇐> mp(F) = 1 .

Mp
--2 ( punto doble) Mp=3 ( punto triple )

Fm = ÍLÍI
, luego L , , . ., ↳ son las rectos tangentes

i=\ de V en P y

vi =multa de los rectos .

Si r¡ =L ti ⇒ p es un

puntonmlli-pleor-diuaioj.E-i.ba.



Para puntos P -1-6,0) setoslada FE Flxta, y+b)
la%)

Luego hacer lode oinbe con FTy traslados .

Tza : Si F = ITF¡
% ⇒ Mp(F) = E. eiwlplfi ) . Í

G.2 . Multiplicidades y anillos locales . §Yo,»

Tee : Pes un puntosimple de ✓ (F) variedad
°} ⇐> IPWCF)) es un DVR .

En este caso
,

si L = ax +by +c es recta NO Tangente en P

¡¡¡HEY.is
⇒ me mirasen en OPCVCFD es porometwuiqonmyouk
de QPWLF)) .

Doy : • Asumir P = (op) ( siuohocnhosloáoñ)
• Asumir

que L
= { ✗ = ° } no tangente , { y= o } tangente .



• En resumen
,
si ✓ = ✓(F) ⇒ F- y + Et Est . . +Fn .

KEN]> Kid
• Tenemos que demostrar que ✗ c- dplv) es por . unif

KEiiyj.MN)
Iie , Mlp = (⇒ C Opcv) .

• Por otro lado
, Mlp= (× , y) C OPLV) .

OPÍV ) > Mp = { H¥, : G
,
HETYV) ) GLP) =/ o GH» :# +

. -
- }

CÍID
U

Mp = { HIP) = o }
• Notar que F = y G- XZH , GCP) -1-0 ,

HEKTX]

A-1-0
F- y + x2xyy2tEi-@XI.xI YÍ
-

-
-

y ( 1 + ✗ + y +Fit

⇒ y =
'
c- (x) ⇒ (xinca)

(× ,» > ☒ )

⇒ (× ,y) =L» Opw)
•



Tee : PE V (F) = curva irreal
.
Entonces

Mp(F) = dimkYPFYwq.FI")
n» O

.


