TEORIA DE DEFORMACION EXPLICITA

NICOLAS VILCHES

RESUMEN. ;Coémo se ve localmente un espacio de moduli? En teoria, la res-
puesta se obtiene al estudiar la teoria de deformacién del objeto en cuestién.
En la préctica, describir dichas deformaciones en ejemplos concretos es una
ardua tarea. Nuestro objetivo en estas dos charlas es presentar técnicas para
hacer estos célculos de manera explicita.

En la primera charla discutiremos las ideas clésicas en teoria de deforma-
cién: functores de anillos artinianos, teorias de tangente-obstruccién y varios
ejemplos relevantes. En la segunda charla introduciremos algebras de Lie dife-
renciales graduadas como una herramienta para calcular explicitamente defor-
maciones. Mostraremos cémo construir representantes explicitos en situaciones
de interés y cémo recuperar functores de deformacién a partir de dichos repre-
sentantes.

INDICE

P 1T Prolim |

[1.__Introduccion|

2T ] 3l — |

3. Teorias de tangente y obstruccion|

4. Teorema de Schlessinger|

Parte 2. DGLA
s T o5 adicionaled
[Referencias]

Parte 1. Preliminares

1. INTRODUCCION

UL W N = =

Nuestro objetivo para hoy es estudiar teoria de deformaciones. Para motivar el
asunto, digamos que queremos deformar una curva C. ;Qué es una deformacién de
C? Nuestra intuicién geométrica da algunas luces.

1.

Quizéa uno deberia mirar “familias de curvas C — S sobre una base S con
un punto central sg € S, junto con Cs, = C”.
. Probablemente uno deba mirar deformaciones “pequenas”: mirar clases de
equivalencia de C — S al encoger S.

En nuestra intuicién geométrica estamos pensando probablemente en una base S
como A' o similar, y con sg = 0.



2 NICOLAS VILCHES

La observacién clave que uno hace es que la informaciéon de deformacién de C'
esta contenida en la informacién infinitesimal alrededor del origen. En general, uno
intenta estudiar deformaciones sobre una base S que sea un “punto gordo”—un
esquema artiniano con un unico punto. Antes de continuar, haremos un repaso de
dichos anillos.

Definicion 1. 1. Una C-algebra A es artiniana si dimg A < oo. Es local si
tiene un tnico ideal maximal.
2. Denotamos por Art la categoria de C-dlgebras artinianas locales sobre C.
Dado A € Art, denotamos por m4 su tnico ideal maximal.
3. Un engmsamientoﬂ de A € Art es un morfismo sobreyectivo B — A, con
B € Art. Es pequena si K = ker(B — A) satisfaceﬂ mpK = 0.

Del lado geométrico, uno piensa Art como la categoria (opuesta) de “puntos
gordos”. Histéricamente se prefiere escribir todo en términos de anillos.

Ejemplo 2. Los ejemplos bdsicos a tener en mente son A = C[t]/(t"), o mds
generalmente C[ty,...,t.]/(t1,...,¢)™. Dos ejemplos de engrosamientos son:

@ Ci . Cf
— —

(") () (@)

Ty Clz,y Clz,y

(2 )2 - g 2] - | 2]
(@2,9?)  (%9?)  (2,9)

Notemos que Art tiene coproductos fibrados: si C' — A,C — B son dos morfis-

mos en Art, entonces AQ¢ B estd en Art. Un poco mads inesperado es que Art admite

productos fibrados. Dados f: A — C,g: B — C, es un buen ejercicio chequear que

Axo B:={(a,b): f(a) = g(b)}

es un producto fibrado en Art. (En particular, que es una C-dlgebra artiniana local.)

0—

— 0,

0— — 0.

2. FUNCTORES DE ANILLOS ARTINIANOS

Definicion 3. Un functor de anillos artinianos es un functor covariante F': Art —
Set.

Antes de imponer condiciones mas fuertes en F', veamos ejemplos que nos pueden
interesar.

Ejemplo 4. Sea Z C PV una variedad. Definimos un functor F': Art — Set via
F(A)={Z cP?xSpecA: Z|op = Z, Z — Spec A plano}.
El milagrﬂ acd es imponer ser plano. Informalmente, uno quiere evitar deforma-

ciones que saltan: la “cruz” V(xy) C A? no deberfa ser una deformacién de Al.
Llamamos al functor I el functor de Hilbert local Hilby pn .

Ejemplo 5. Sea X una variedad y sea E un fibrado vectorial. Definimos

F(A)={€& C X xSpecA,¢: E]p — E : £ plano sobre Spec A, ¢ isomorfismo}.

10 en inglés thickening

2Ojo que Hartshorne usa “pequenia”’ para la condicién més restrictiva K = C. En este caso
diremos que B — A es principal.

3The concept of flatness is a riddle that comes out of algebra, but which technically is the
answer to many prayers—D. Mumford.



TEORIA DE DEFORMACION EXPLICITA 3

Ejemplo 6. Sea X una variedad. Denotamos por Defy: Art — Set el functor de
deformaciones de X. Sus objetos son variedades X C X x Spec A, planas sobre A,
junto con un isomorfismo Xy = X.

Ejemplo 7. Mencionaremos un ejemplo tedrico pero muy importante. Sea R =
Cllz1,-.-, 2]/ (f1,---, fs). Denotamos por hr: Art — Set el functor hr(A) =
Hom(R, A). Atn cuando R no es un algebra Artiniana, es un limite de dlgebras
artinianas. Un functor F': Art — Set de la forma hp para un algebra R como
arriba se llama pro-representable.

Informalmente, lo que uno deberfa pensar es como sigue. Digamos que M es un
espacio de moduli parametrizando algin tipo de objetos “rigidos” (sin automor-
fismos), como (i) subesquemas de un esquema dado, (ii) cocientes de un haz fijo.
Digamos que p € M representa alguno de esos objetos E. En tal caso, el functor
Def g es pro-representable por % M,p- Esto incluye el caso del esquema de Hilbert
local.

Ahora bien, en la mayoria de los casos nuestros objetos pueden potencialmente
tener automorfismos, como (i) deformar variedades abstractas, o (ii) deformar fi-
brados vectoriales. En tal caso, trabajar con espacios de moduli se hace un poco
mas delicado, y uno salta a trabajar al nivel de stacks. En este caso, el “anillo
local” del stack guarda memoria de esos automorfismos, y resulta que el functor
de deformaciones Defg no se ve como ha. Lo mejor que uno puede lograr es lo
siguiente.

Definiciéon 8. Sea F': Art — Set un functor. Decimos que F' tiene una familia
miniversal (o cdscamﬁ) si existe un dlgebra R = Cl[[z1,...,z/]]/(f1,..., fs) y un
morfismo 7: hr — F satisfaciendo las siguientes dos condiciones:

= hr(A) — F(A) es sobreyectivo para todo A € Art,

= Si B — A es una extensién pequena, entonces el diagrama

hr(B) —— hgr(A)
F(B) —— F(A)

induce una sobreyeccion hr(B) — F(B) X p(a) hr(A).
» El morfismo hr(C[e]/€2) — F(Cle]/€?) es sobreyectivo.

Un célebre teorema de Schlessinger da criterios explicitos para verificar la exis-
tencia de familias miniversales. En vez de discutir el teorema en toda su generalidad,
veremos un enfoque especial usando teorias de tangente y obstruccion.

3. TEORIAS DE TANGENTE Y OBSTRUCCION

Desde ahora, impondremos la siguiente condicion.
(HO) Para todo F': Art — Set, F'(C) = {x}.

Definicién 9 (cf. [Harl0, Ex. 16.4]). Sea F': Art — Set. Una teoria de tangente
para F' consiste en las siguientes piezas de informacién:

= Un espacio vectorial T7.

4En inglés hull
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= Para toda extensién pequena 0 -+ K —+ B — A — 0, una accién de K ® T
en F(B).
Imponemos las siguientes condiciones.

= Para toda extension pequena, la accién de K ® T} es transitiva en cada fibra
p~1(a) del morfismo F(B) — F(A).

» Si B=Cle]/e?2 y A= C, entonces la accién es biyectiva.

= Las acciones son naturales con respecto a morfismos de extensiones pequenas.

No ahondaremos mucho en las teorias de tangente, puesto que su importancia
quedard escondida en el futuro. Por ahora, mencionamos que si F' admite una
teorfa de tangente, entonces F(Cle]/€%) = Ty. En particular, el espacio Ty estd
“determinado” por F', de existir.

Definicién 10 (cf. [Harl0, Ex. 15.5]). Sea F': Art — Set. Una teoria de obstruccion
para F' consiste en las siguientes piezas de informacién:

= Un espacio vectorial T5.
= Paratoda0 -+ K — B — A — 0 pequeiia, un morfismo ob: F'(A) - Th K.

Imponemos lo siguiente:
= Dada una extensién pequena, un elemento « € F(A) tiene una preimagen
en F(B) siy solo si ob(a) = 0.
= Naturalidad.

Hagamos un ejemplo concreto de una teoria de tangente y obstruccién, siguiendo
la discusién en [Harl0, p. 53]. Fijamos una variedad X y un fibrado vectorial E en
X.

Proposicion 11. FEl functor Def g admite una teoria de tangente y obstruccion con
T, = Ext'(E,E) y Ty, = Ext*(E, E).

Demostracion. (Idea) Comencemos trivializando el fibrado vectorial E. Esto es,
fijamos una coleccién de abiertos 4 = {U;}, e isomorfismos e; : ﬁ(?ir — E|y,. En tal

caso, llamamos e;; = e;lei € I'(U;;, GL;) a las matrices de transicién.

Consideremos una extensién pequena 0 - K — B — A — 0, y digamos que
F € Defp(A) es una deformacién de E. No es dificil verificar que F es trivial en
cada abierto U; x Spec A. Con ello, obtenemos f;; € I'(U;; x Spec A, GL,.). De hecho,
la condicién que Flp = E nos ayuda a imponer f;;|o = e;;.

Intentemos levantar F a X x Spec A. Uno intenta hacer esto de manera bien
ingenua: tomamos las matrices f;; € I'(U;; x Spec A, GL,.) y las levantamos a g;; €
I'(U;; x Spec B, GL,). Este elemento no estd bien definido, pero el error depende
de F(Uij, GL»,‘) ® K.

Consideremos
Vijk = e gingi; — e gir € T(Usj x Spec B, Mat, ).

Afirmamos que los ;5 definen un 2-cociclo con coeficientes en Hom(E, E) @ K.
En efecto,

e Vikieij — ikt + Yiji — Vijk
=i {(gkgn — gjt)ess + 919i5 + gugin — ex (99 — gin)}
:ei—ll {(gklgjk - gjl)gij + 919i5 + gk Gir — gkl(gjkgij —gin)}
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El dltimo paso usa que g;rgi; — gir tiene coeficientes en K y e;; — g, tiene coefi-
cientes en mp, por lo que el producto es cero. Este es el paso donde usamos que la
extensién es pequefia. Con ello, 1;;;, define un elemento en H?(X, Hom(E, E)) ®
K = Ext*(E,E) ® K. Uno verifica de la misma manera que la imagen [1;;;] €
Ext’(E, E) ® K es independiente de la eleccién de g;;.

Ahora bien, si existe un levantamiento de los g;; que da un fibrado vectorial,
entonces claramente v;;, = 0 para todo 4,7, k, y asi la clase [¢;;x] es cero. En
cambio, si [¢);;x] = 0, uno puede modificar la eleccién de los g;; para que se satisfaga
la condicién de fibrado vectorial. (]

4. TEOREMA DE SCHLESSINGER

Para finalizar, discutiremos una versién modificada del teorema de Schlessinger
garantizando existencia de familias miniversales. En principio, puede parecer més
general que la versién a la que uno estd acostumbrado. Veremos la préoxima sesién
que en la préactica esto no es una diferencia.

Teorema 12 (Schlessinger). Sea F' un functor de anillos artinianos con Ty, Ty una
teoria de tangente y obstruccion. Supongamos adicionalmente que dim7T; < oo.
Luego, F' admite una familia miniversal.

La demostracion nos ocupara el resto de la secciéon. En primer lugar, recordemos

que Ty = F(Cle]/€?). Con ello, tomemos una base vy,...,v, de 71,y sea 1, ..., T,
la base dual en T} .
Llamemos S = Clz1,...,z,], y m = mg a su ideal maximal. Vamos a construir

de manera inductiva ideales J, k > 1 y elementos & € F(S/J;) satisfaciendo las
siguientes tres propiedades.

1. J; =

2. mJ, C Jk+1 C Ji,

3. Ji+1 es el mayor ideal satisfaciendo el punto anterior para el que & admite

un levantamiento; ;11 es una preimagen de &j.

Omitiremos el caso base k = 1; es una consecuencia formal de la existencia del
elemento tangente. Para el paso inductivo, supongamos que ya hemos construido
Ji+1. Tenemos el siguiente diagrama:

0 —— Jk/ka —_— S/ka E— S/Jk — 0
0—— Jk/Jk+1 —_— S/Jk_;,_l —_— S/Jk — 0.

Ambas extensiones son pequenas, por lo que podemos aplicar el morfismo de obs-
truccion:

F(S/mJ,) —— F(S/Jx) —— T ® L

| | |

(S/Jk_H) E— F S/Jk) —— THh®

ka

Jk+1

Resulta asi que la imagen de ob(&) en Ts
La d1scus10n anterior nos da una pista de como construir Jk+1- Tomamos ob(&y,) €
Ty @ ;% y buscamos el cociente mas grande de n;] ;k donde esta imagen se vuelve
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cero. Esto nos genera un (C-subespacio) mJy C Jr1+1 C Ji. Uno rdpidamente verifi-
ca que Ji41 es un ideal, y por construccion & admite un levantamiento. Escogemos
&k+1 como dicho levantamiento.

Finalmente, uno toma limite de los S/m;, para obtener un anillo R = h(LnS/mk.
No es dificil (pero es tedioso!) verificar que R cumple lo pedido.

Observacion 13. El mayor problema de este enfoque es que las obstrucciones de-
penden de la eleccién de & € F(S/J) a cada paso. En particular, la construccién
no es candnica. (Una manera de pensarlo es considerar algo como C[[z, y]]/(z) con-
tra C[[x,y]]/(x + 22 + 23 + ...): ambos anillos son isomorfos, pero uno debe hacer
“ajustes” a cada paso.)

Pensemos un poco lo que ocurria para fibrados vectoriales. Si seguimos nuestro
proceso, a cada paso obtenemos un & € F'(S/Jy), junto con una clase de obstruccién
ob(&) € Ext?(E, E) ® (Ji/mJ;). Ahora bien, uno podria (ingenuamente) intentar
hacer los levantamientos a F(C[[z1,...,z.]]). Esto no es un dlgebra artiniana, pero
al menos a nivel de hacer calculos todo funciona igual. Y si uno es capaz de hacer
un levantamiento ny, € F(C[[z1,...,2.]]/Jx) de &, entonces uno puede levantar &
a todos los siguientes 6rdenes sin obstrucciones.

De hecho, esto es mas facil de hacer de lo que parece. La proxima semana discu-
tiremos cémo uno puede escribir teorias de tangente y obstruccién suficientemente
explicitas para lograr este objetivo.

Parte 2. DGLA

Parte 3. Comentarios adicionales
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