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CHARLA: EL TEOREMA DEL SUBESPACIO

HECTOR PASTEN

1. VERSION CLASICA

En lo siguiente, || — || es la norma del méximo. También fijamos una clausura algebraica Q9
con una inclusién Q9 — C, de forma que se extiende el valor absoluto usual de Q a Q9.

Teorema 1.1 (Schmidt 1972). Sean Ly, ..., L, € Qg [%1, ..., Tp] homogéneas de grado 1, linealmente
independientes sobre Q%9. Sea € > 0. Existe un conjunto finito Hy, ..., H, de subespacios lineales
propios de Q™ tales que para todo punto entero a = (a,...,an) € Z" fuera de los Hj se cumple

= 1
|Li(a)] > —.
5@ G
Ejemplo. Sea o € C algebraico de grado d > 2. Las formas lineales
Li(z1,22) = 21 — aze, La(z1,72) = 22

tienen coeficientes algebraicos y son linealmente independientes sobre Q9. Sea ¢ > 0. Entonces
hay finitos Hj, ..., H, C Q? subespacios lineales propios tales que para todo (p,q) € Z? fuera de
ellos se cumple

(P —aq)ql > —F——
max{|[pl, |q|}*
es decir
P 1
a—=| > .
q‘ q* max{|pl, |q| }¢

Vamos a restringirnos a los puntos primitivos, es decir, con ged(p,q) = 1. Entonces los finitos
subespacios H; solo prohiben finitos de estos puntos. Obtenemos que, salvo finitas excepciones, se
cumple

D 1
“ q‘ ¢* max{|p], [q[}¢
Esto es el Teorema de Roth que ya hemos estudiado anteriormente en el seminario.
Observaciones.
e La norma || — || puede cambiarse por cualquier otra (e.g. L?) en lugar de usar la L.

e El teorema en el caso de puntos enteros primitivos implica el caso general.
e Salvo jugar con la eleccion de € > 0, la desigualdad del teorema es equivalente a

1 L, 1
j=1

| jaf[*te
pero ahora el lado izquierdo no cambia bajo proporcionalidad de a.
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Teorema 1.2 (Versién proyectiva). Sean Lo, ..., Ly hiperplanos de P%alg definidos sobre Q™9 en
posicion general (i.e. sus ecuaciones son linealmente independientes). Sea € > 0. Existen finitos

subespacios lineales propios de P" definidos sobre Q tales que fuera de ellos, todo punto racional
x € P*"(Q) cumple

Aoo(Lj, z) < (n+ 14 €)h(z).
j=0
Recordamos que la altura de un punto racional z € P"(Q) es
h(xz) =logmax{|zo|,..., |zn|} cona=[rg:..: 2], 2; € Z,ged(o,...,z5) = 1.

Ademas, para L hiperplano, A\ (L, z) es la funcidn de proximidad (o funcion de Weil, o altura
local) con respecto al lugar oo de Q, y se define por

|L(x0, ., )|

maxp<i<n ]azz\ ’

Aoo(L, ) = —log =[zo ...t 2]
donde L(zg,...,zy) es una ecuacién para el hiperplano L. Esta ecuacién se elige y se fija; de esta
forma la funcién Ao (L, —) es bien definida salvo un error acotado (que viene de la eleccién de una
ecuacién para L).

Salvo un error acotado, Ao (L, z) es lo mismo que

>0

log m >0, con disty la métrica de Fubini-Study.

2. VERSION GENERAL

Definicion. Hiperplanos L1, ..., Ly de P" estdn en posicion general si la interseccion de cualquier
subcoleccién de ellos tiene la dimensién esperada. Para ¢ = n 4+ 1 es lo mismo que “linealmente
independiente”.

Teorema 2.1 (Schmidt, Schlickewei, Lang). Sea K campo de nimeros, sea S C My finito, y sean
¢,n > 1. Para cada v € S fijar una extension de v a K%, y sean Ly, ..., Ly g hiperplanos de

Ywatg €N posicion general. Sea € > 0. Euxiste un conjunto finito de subespacios lineales propios
Hi,...,H, C P} (dependiendo de todo lo anterior) tales que para todo x € P"(K) fuera de ellos se
cumple

DD ML) < (n+ 1+ €)h(x).

veS j=1

Aqui, la funcién de proximidad se define por

Ao(L, ) = —log

IL(xo, ...y Zn) || lall = {|oz|v si v es real o no-arquimedeano
v =

maxo<j<n || ;v |2 si v es complejo.

Observaciones.

e Las funciones de proximidad a hiperplanos estan bien definidas salvo un error acotado, de-
bido a la eleccién de una ecuacién para el hiperplano. Ademads, son acotadas inferiormente.
e Podria parecer que ¢ arbitrario es mas fuerte que ¢ = n+1 (cf. versién anterior con K = Q).
Pero la hipétesis de posicién general (y un argumento de subsecuencias) permite mostrar
que el resultado para ¢ = n 4+ 1 implica el caso de ¢ arbitrario: basicamente, un punto no
puede estar v-ddicamente cerca de més de n + 1 de los L, ; a la vez.
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3. APLICACION: LA ECUACION S-UNIDAD
Teorema 3.1. Sea K campo de nimeros, S O MzP conjunto finito de lugares. Sea n > 0 y sean
Ag, ..., Ap € K*. Todas salvo finitas soluciones en OIX{,S de la ecuacion
Aprg+ ...+ Apzy, =1
cumplen que alguna sub-suma se anula.
Ejemplo. Si K = Qy S = {00,2} entonces la ecuacién x + y + z = 1 tiene infinitas soluciones

en Z§, por ejemplo, (2%, —2% 1). Pero el teorema dice que solamente tiene finitas soluciones en 73
sin sub-sumas nulas, como por ejemplo (2,—1/2,—-1/2).

Demostracion del teorema. El resultado es trivial para n = 0. Vamos a suponer n > 1.
En P% tomamos los n + 2 hiperplanos

LO = {330 :0}

L, ={z, =0}
Lpy1 = {A0$1 + ...+ Ay, = 0}

Estos hiperplanos estan en posicion general.
De manera 1-1, a cada solucién ug, ..., u, en O ¢ asociamos el punto u = [ug : ... : up] € P*(K)

con coordenadas u; € O g- Estos puntos cumplem que para cualquier 1 < jo <n

Z)‘ oo Z—log oo

vES vES maxo<i<n ||uz”v

|Uj0Hv X
= g — porque u; € O
InaX0<z<n ||Uz||v ’ K5

= Z log Jnax HUsz por la férmula del producto
veS

= hic(u).
Ademads, como Agug + ... + Apu, = 1 obtenemos

Agug + ... + Aptuy|ly
Z)\ Lyi1,u :Z—log [Aoto nl Zlog max ||ul||@—hK( ).

maxo<i<n || illv

vES veS veS
Asi que para estos puntos u € P"(K) obtenemos
n+1
S5 (L) = (0 + 2 ().
veS j=0

Por el teorema del subespacio (con € = 1/2), estos puntos estén en finitos subespacios propios. Si
u no esta en uno de los subespacios que corresponde a una sub-suma nula, entonces u; # 0 para
cada j y ademas satisface una de entre finitas relaciones del tipo

Ty =boxo+ ...+ bp_1Tn_1, bj c K*.
Dividiendo por u, # 0 podemos aplicar induccién. ]
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