NOTA DE DIVULGACION: EL MAYOR FACTOR PRIMO DEL SUCESOR DE
UN CUADRADO.

FACULTAD DE MATEMATICAS DE LA PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE

1. HECHOS CLAVE

= En los anos 30, los mateméticos Sarvadaman Chowla [1] y Kurt Mahler [2] de forma inde-
pendiente dieron con una férmula que controlaba el tamano de los factores primos de los
sucesores de los cuadrados.

= Desde entonces el desafio era determinar si esa formula era lo 6ptimo, o bien mejorarla. Este
problema no tuvo avances significativos en casi un siglo.

= En diciembre de 2023, un académico de la Facultad de Matematicas UC, el Dr. Héctor Pastén
Viésquez dio con una respuesta: la férmula de Mahler y Chowla no era la 6ptima y encontré
una significativamente mejor.

= Luego de un proceso de revisién por pares andénimos, el teorema de Pastén fue publicado en
la prestigiosa revista Inventiones Mathematicae [4] en febrero de 2024.

= El articulo de Pastén también incluye algunos avances parciales sobre la famosa conjetura
ABC' que data de los anos '80. La conjetura ABC' sigue sin solucion.

2. Los NUMEROS PRIMOS

Asi como la unidad bésica de la materia son los dtomos, y la unidad basica de la vida son las
células, ocurre que los numeros enteros también tienen una unidad bésica que los conforma: los
numeros primos. jTodos los enteros mayores que 1 estdan hechos de nimeros primos! Esto se puede
ver al tomar un entero y dividirlo de forma exacta todas las veces que sea posible. Por ejemplo:

50=10x5
y ahora separando el 10 como 2 x 5 se obtiene
50 =2 x5 x 5.

En este punto ya no se puede seguir dividiendo de forma exacta asi que 2 y 5 son los factores primos
de 50, y la expresién anterior es su factorizacién en primos.
Dicho de otro modo, es como si los enteros mayores que 1 ( a saber, 2,3,4,5,6, ...) fueran estruc-
turas so6lidas hechas de bloques indivisibles, y estos bloques justamente son los niimeros primos.
Numeros muy grandes pueden tener sus factores primos muy pequenos, por ejemplo

1024 =2X2X2X2X2X2X2X2x%X2x2

asi que el tnico factor primo de 1024 es 2. Debido a esto, el comportamiento de los factores primos
de los enteros es muy dificil de predecir, es bastante erratico.

Cabe destacar que hoy en dia los nimeros primos han tomado un papel fundamental en las
tecnologias de comunicaciones eficientes y seguras jeste fascinante tema da para largo!

Date: 16 de abril de 2024.



3. EL PROBLEMA DE MAHLER Y CHOWLA

Como mencionamos antes, los factores primos de nimeros muy grandes pueden ser muy pequenos.
Sin embargo, Mahler y Chowla descubrieron en los afios ’30 una secuencia donde esto no pasa: mas
precisamente, una secuencia muy sencilla donde los nimeros grandes efectivamente tienen algin

factor primo grande.

Para entender esta secuencia debemos recordar lo que es un nimero cuadrado. Ellos son los
ntimeros que se obtienen multiplicando un entero por si mismo. Los primeros son:

Ix1=1,

2% 2 =4,

3x3=09,

4 x4 =16,

9 X 5H=25,..

La secuencia que Mahler y Chowla estudiaron es la secuencia de los sucesores de los cuadrados,
vale decir, le sumamos 1 a los niimeros anteriores:

2=1+1,

5=4+1,

10=9+1,

17 =16+ 1,

26 =25+1,...

Mahler y Chowla descubrieron que estos nimeros tienen al menos un factor primo que no es tan
chico (aunque igual puede ser relativamente pequeno). La siguiente tabla resume la situacién para

los 5 primeros ejemplos:

Cuadrado | Cuadrado + 1 | Factorizacién | El mayor factor primo
1 2 2 2
4 5 5 5
9 10 2x5 5
16 17 17 17
25 26 2x 13 13

El Teorema de Mahler y Chowla (que data de 1933) es el siguiente:

Teorema 1 (Mahler en 1933 y Chowla en 1934). El mayor factor primo de n? + 1 es al menos de
tamano

log log n.

La expresion log logn es un doble logaritmo y crece muy lento, pero efectivamente crece al infinito.
El desafio que quedd pendiente desde los anos '30 era mejorar esta estimacién de forma significativa,
o en su defecto, determinar si el teorema de Mahler y Chowla era esencialmente inmejorable.

4. FEL NUEVO TEOREMA

Lo que el Profesor Pastén descubrié es que el Teorema de Mahler y Chowla no era lo 6ptimo, y
demostré un resultado mucho mas fuerte:

Teorema 2 (Pastén, 2024). El mayor factor primo de n® 4+ 1 es al menos de tamanio

(loglogn)?
logloglogn’

Esencialmente, esto es el cuadrado de la estimacién de Chowla y Mahler.

A pesar que el enunciado del problema solo usa matematica elemental (primos, cuadrados y fac-
torizaciones), las mateméticas involucradas en la solucién dada por el Profesor Pastén son bastante
sofisticadas: provienen de la teoria de nimeros trascendentales, la teoria de curvas elipticas, y una
teoria relacionada a las curvas de Shimura que el mismo Profesor Pastén desarrollé en investiga-

ciones a lo largo de varios anos [3].
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